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Vorrede. 



Das Torliegende Werk nmfasst (De gefamrote Ausdehnungslehre, 
eine mathematisclie Wissenschaft, von welcher ich schon vor 17 Jahren 
den ersten Theil unter dem befondcren Titel: „Die lineale Ausdeh- 
nangslehre, ein neuer Zweig der Ifathematik — Leipzig 1844, Verlag 
von Otto Wigand" herausgegeben habe. Ausserdem habe ich in der 
Vorrede des genannten Werkes die wefentlichsten Gegenstände ange- 
deutet, welche nach meinem Plane den Inhalt des zweiten Theiles 
ausmachen Tollten. Statt nun diefen zweiten Thcil als Fortfetzung 
jenes ersteren zu yeröffentlichen , und dadurch jenem Plane gemäss 
das begonnene Werk abzuschliessen, habe ich es Torgezogen, den in 
jenem behandelten Stoff auch in dies neue Werk mit aufzunehmen, 
and fo ein zufammenhängendes Ganze zu liefern. Der Hauptgrund, 
der mich dazu bewogen hat, ist die Schwierigkeit, welche nach dem 
Urtheile aller Mathematiker, deren Ürtheil ich zu hören Gelegenheit 
fand, das Studium jenes Werkes wegen feiner, wie fic meinen, mehr 
philofophischen als mathematischen Form dem Lefer bereitet, und in 
der That muss diefe Schwierigkeit fehr bedeutend gcwcfen fein, da 
zwar wohl die geometrischen Abhandlungen, welche ich zur Erläu- 
terung jenes Werkes geschrieben habe (Grelle B. 36, 4!l, 44, 49, 52*, 
Geometrische Analyfe Leipzig 1847) mehrfach von andern Ifathema- 
tikem erwähnt und benutzt find, aber das in jenem Werk felbst ver- 
arbeitete Gebiet nirgends, wenn ich eine interessante kleine Abhand- 
lung von Kysaeus (Bedeutung und Anwendung der Zahlen in der 
Geometrie, Siegen 1850) ausnehme, berührt oder zu weiteren For- 
schungen verwandt ist. Damit hängt auch zufammeu,, dass nie eine 
Beurtheilung des Werkes, ja niqiht einmal eine Anzeige dosfelben, 
ausser im Messkatalog, oder eine Inhaltsangabe , ausser einer von mir 
felbst Terfassten (in Grün er t 's Aröhiv B. VL) erschienen ist. Jene 
Schwierigkeit nun zu heben, war daher eine wcfentliche Aufgabe für 
mich, wenn ich wollte, dass das Buch nicht nur von mir, fondern 
auch von andern gelefen und verstanden werde. Es konnte aber diefe 
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Schwierigkeit nicht gehoben werden, ohne den Plan des Ganzen wefent- 
lich zu ändern. Denn He liegt nicht in einer willkürlich gewählten 
Form, fondem in dem Plane, den ich vor Augen hatte: die Wissen- 
schaft unabhängig von andern Zweigen der Mathematik von Grand 
aus aufzubauen. Die AusftthruDg gerade diefes Planes, wenn gleich 
fie für die Wissenschaft an lieh die fördemdste fein musste, wie Tic 
es denn auch fubjectiv gewefen ist, musste bei jeder Form der Dar- 
stellung bedeutende Schwierigkeiten bieten, zumal in einer Wissen- 
schaft, wie die Ausdehnungslehre ist, welche die finnlichen Anschau- 
ungen der Geometrie zu allgemeinen, logischen Begriffen erweitert 
und vergeistigt, und welche an abstrakter Allgemeinheit es nicht nur 
mit jedem andern Zweige, wie der Algebra, Kombinationslehre, Funk- 
tionenLehre, aufnimmt, fondern fie durch Vereinigung aller in diefen 
Zweigen zu Grunde liegenden Elemente noch weit überbietet, und fo 
gewlssermassen den Schlufsstein dps gefammten Gebäudes der ll^the- 
matik bildet. 

Ich musste daher dieTeii ganzen Plan anheben, und habe nun für 
das vorliegende Werk die übrigen Zweige der Mathen^atik , wenigstens 
in ihrer elementaren Entwickelung vorausgefetzt. Ebenfo habe ich 
in der Form der Darstellung gerade den en^egengefetzten Weg ein- 
geschlagen, wie dort, indem ich die strengste mathematische Form^ 
die wir überhaupt kennen, die Euklidische, für das vorliegende Werk 
angewandt, und alles, was zur Erläuterung oder zur Begründung des 
gewählten Ganges diente, in Anmerkungen verwiefen habe. Eine noth- 
wendige Folge des fo veränderten Planes war es, dass die fämmtlichen 
Refultate des ersten Theiles, fo weit fie nicht Anwendungen auf die 
Phyfik enthielten, mit in die neue Bearbeitung aufgenommen und 
nach dem veränderten Plane neu abgeleitet werden mussten (wie diea 
in No. 1—136, 216—329 geschehen ist). Dennoch find durch die Vcr- 
schicdonheit der Metho4eu die beiden Bearbeitungen desselben Stoffes 
einander fo unähnlich geworden, dass man, mit Ausnahme der abge- 
leiteten Kefultate felbst, welche der Natur der Sache nach keine Ab- 
weichung zeigen, kaum eine Uebeielnstimniung herausfinden wird. 
Es ist daher auch die alte Bearbeitung durch die neue durchaus nicht 
überflüssig gemacht. Denn auch die neue Methode ist an fich keines- 
wegcs der älteren vorzuziehen, da vielmehr die bis auf die ersten 
Ideen hinabsteigende und von hier aus ganz unabhängig fortschrei- 
tende Methode der ersten Bearbeitung tiefer in das Wefen der Sache 
hineinführt, und daher in rein wissenschaitlicher Beziehung entschie- 
dene Vorzüge vor der letzteren hat. Dicfe dangen wird auf der 
andern Seite für den Mathematiker,* der die anderweitig gewonnenen 
Schätze mathematischen Wissens bei feinen Studien nicht gerne müssig. 
liegep fleht, annehmlicher und jedenfalls leichter verständlich fein. 
So ergänzen und erläutern fich beide Darstellungen gegenfeitig. Die 
hier gewählt^ schljesst fich am engsten au die Arithmetik an 9 doch 



in der Weife > dass Be di0 Zahlgrtti^e schon aU eine stetige vonin»» 
fetzt. Wie nun die Arithmetik alle übrigen Größaen «jua einer einzigen, 
im üebrigen willkürlichen Grösse » die als Einheit gefetat wird, und 
mit e bezeichnet fein mag, entwickelt (vergleiche mein Lehrbuch der 
Arithmetik, 1860 Berlin bei Enslin), fo fetzt die Ausdehnongslehre 
in der hier gegebenen Fassung mehrere folche Grössen, ^, c^)***» 
von denen keine aus den übrigen ableitbar ist, z. B. e^ Hch nicht aus 
Ci dadurch entwickeln lässt, dass et mit irgend einer Zahlgrösse mul- 
tiplicirt wird, voraus | und betrachtet zunächst die aus jenen Einheiten 
durch Multiplikation mit Zahlgrössen und Addition diefer Produkte 
entstandenen Grössen, welche ich exten Tive Grössen (oder Au»* 
dehnungsgrössen) genannt habe« Hieraus ergeben lieh denn leicht die 
in Kap. 1 vorgetragenen Gefetze der Addition, Subtraktion, Viel- 
fachung (Multiplikation mit Zahlen) und Theilung (Divilion durch 
Zahlen). Es mag auffallend erscheinen, dass diefe fo einfache Idee, 
welche im Grunde genommen in weiter nichts besteht, als dass eine 
Vielfachenfumme verschiedener Grössen (als welche hiernach die exten- 
five Grösse erscheint) als selbstständige Grösse behandelt wird, in der 
That zu einer neuen Wissenschaft fleh entfalten foll', und man hat 
mir denn auch, hieran anknüpfend, den Einwurf gemacht, dass die 
ganze Ausdehnungslehre nur eine abgekürzte Schreibsrt fei, ja dass 
es fehlerhaft fei. Ausdrücke als Grössen zu behandeln, welche gar 
keine Grössen feien. Allein diefer Einwurf beruht auf einem gänz- 
lichen Verkennen des Wefens der Mathematik und der Grössen« Auf 
diefe Weife würde die ganze Arithmetik, ja, man kann fagcn, die 
ganze reine Mathematik, bloss eine abgekürzte Schreibart fein; denn 
die Zahl ist nur ein abgekürzter Ausdruck für eine Summe von Ein- 
heiten, das Produkt für eine Summe gleicher Zahlen, die Potenz für 
ein Produkt folcher u. f. w.; dennoch würde ohne diefe abgekürzte 
Schreibart, oder, um es richtiger auszudrücken, ohne diefe Zufammen-. 
fassung zu einer Einheit des Begriffes kein Fortschritt denkbar fein. 
Es würde zum Beispiel ohne diefe Zufammenfassung nicht möglich 
fein , zu dem Begriffe der wegnehmenden Rechnungsarten (Subtrahireui 
Dividiren, Radiciren, Logarithmiren), und zu den durch fie neu fich 
entwickelnden Zahlformco: der negativen, gebrochenen, irrationalen 
und imaginären, zu gelangen. Es kommt überall nur darauf an, dass 
man auch wirklich dasjenige zufammcnfasse, was feinem Wefen nach 
eine Einheit bildet, und was daher auch zu neuen Befultaten führen 
muss , zu denen man ohne jene Zufammenfassung nicht gelangen würde« 
Die Ausdehnungslehre führt nun in der That zu einem unerschöpflichen 
Reichthum folcher Beziehungen, welche ohne Bildung jener Begriffs- 
cinheit, welche in der exte nfiven «Grösse erscheint, auf keine Weife 
aufzufassen oder abzuleiten wären. Ob man diefem Begriffe den Na- 
men einer Grösse zugesteht, ist an und für fich von fehr untergeord- 
neter Bedeutung, da es hier auf Namen wenig ankommt. Die Frage 
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ist nur die^ ob diefer nene Begriff mit dem allgemeinen Begriffe der 
GrOase wiriilich fo snfEimmenli&nge, dass He ihrem Wefen nach zu 
einem Gefammtbegriffe fich zuTammenschliessen, und dass eine zwi- 
schen beiden Gebieten gezogene Gränzlinie das ZufammengehOrigc will- 
kfirlich und der Sache widersprechend zertrennen würde. Ist letzteres 
der Fall, fo w&re es fogar fehleiliaft, diefem neuen BegrÜfb nicht 
den Namen der Grösse beizulegen. Nun glaube ich in derThat, dass 
zwischen dem, was ich extenAve Grösse genannt habe, und zwischen 
allgemeinen Zahl grossen und namentlich der imaginären Grösse (a-}-bi) 
eine fo innige Beziehung herrscht, dass es wiederfinnig wftre*, die eine 
als Grösse zu betrachten und die andere nicht, da ja in derThat die 
imaginäre Grösse ebenfo aus 2 Einheiten 1 und i =3 /^ durch reelle 
Zahlkoefficlenten ableitbar ist, wie die eztenfiyen Grössen aus 2 oder 
mehr Einheiten ableitbar find (f. u. No. 413 Anm.) So scheint es mir 
alfo vollständig gerechtfertigt, wenn ich die exten ßve Grösse als Gros se 
bezeichne. Aber ich gehe noch weiter, indem ich He nicht nur als 
Grösse überhaupt, fondem auch als einfache Grösse bezeichneL Ihr 
treten nämlich gegenüber andere Grössen , welche den Charakter zufam- 
mengefetztcr Grössen ebenfo entschieden an ßch tragen, wie jene den 
der einfachen, und welche erst durch Addition höherer Gebilde nnd 
bcfonders durch die Betrachtung der Quotienten und der Funktionen 
hineintreten (vergl. Nr. 77, 377 und 364). Ich fahre nun fort, den 
Gang der Entwickelung in dem vorliegenden Werke überüchtlich zu 
verfolgen. An die Addition, Subtraktion, Vielfachung und Theilung 
schliesst Hch nun (in Kap. 2) der allgemeine Begriff der Multiplikation 
exten fiver Grössen an, welcher auf die Beziehung der Multiplikation 
zur Addition (nämlich darauf, dass man statt der Summe die Summan- 
den multipliciren darf) gegründet ist. Hiernach führt die Multiplika- 
tion der genannten Grössen auf die ihrer Einheiten (Ci, e^,- • •) zurück, 
und aus der Betrachtung der Produkte diefer Einheiten ergeben fich 
dann verschiedene Gattungen der Multiplikation. Es gelingt nun, aus 
diefen Gattungen zwei auszufondern , auf welche fich alle übrigen zu- 
rückführen lassen. Die eine derfelben fällt in ihren Gefetzen ganz 
zufammen mit der gewöhnlichen Multiplikation in der Algebra und ist 
daher von mir die algebraische genannt worden. Aber fie ist in Bezug 
auf die durch fie erzeugten Grössen bei weitem die verwickeltste und 
kann nur durch Betrachtung der Funktionen zur vollen Klarheit ge- 
bracht werden , weshalb ich fie auf den zweiten Abschnitt diefes Wer- 
kes verwiefen habe. Die Bezeichnung für diefe algebraische Multipli- 
tion mass der Natur der Sache nach mit der gewöhnlichen Bezeichnung 
der Multiplikation zufamme n fallen , da es widerfinnig wäre, Verknü- 
pfungen, welche in allen Beziehun^n denfelben Gefetzen unterliegen, 
verschieden zu bezeichnen. Die zweite jener Multiplikationen , welche im 
dritten Kapitel behandelt ist , zeigt Ach als die f&r die Ausdehnungslehre 
charakteristische, und fie wefentlich weiter fördernde, indem fie die 
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▼eneUedenen Stufen dnf Acher Gidflaen liefert) welche In der Ansdeh- 
nnngslehre hervortreten. Sie ist dadurch gekennseichnet) da89 £wei 
einfache Faktoren des Produktes noi vertauscht werden dürfen , wenn 
man angleich das Vorzeichen (4- — ) des Produktes umkehrt. Da 
zwar für diefe Multiplikation die Beziehung zar Addition diefelbe ist, 
wie bei jeder Hnltiplikatioo , aber die Übrigen Gefetze derfelben we- 
fentlich von denen der gewöhnlichen HuUiplikation abweichen, fo war 
es nothwendig, de durch die Bezeichnung zu unterscheiden. Ich habe 
in. diefem Werke dafür die Bezeichnung durch eckige Klammem, die 
das Produkt umschliessen, gewählt, fo dass alfo rab]=:^[ba] ist, 
wenn a und b ein&chc Faktoren diefes Prodaktes find. Es entfaltet 
fleh dies Produkt zu einer ansserordentliohen Mannigfaltigkeit von 
Erscheinungsformen, und»lässt in reicher Fttlle Beziehungen hervor 
treten, welche auf . alle Zweige der Mathematik ein unerwartet 
neues licht werfen , fo dass es den eigentlichen Mittelpunkt der neuen 
Wissenschaft bildet. Nachdem der Begriff der Grössen-Ergänznng hin- 
zugekommen ist, tritt jenes Produkt in einer ganz neuen EägenthUm- 
lichkeit, als inneres Produkt (Kap. 4) hervor, fo dass es in diefer Form 
aus dem Bereiche der in der ersten Bearbeitung dargestellten Geg^ci- 
stände ganz heraustritt. (Vergleiche jedoch die Vorrede zu jenem 
Werke p. XI.) Mit Anwendungen auf die Geometrie (Kap. 5) schliesst 
der erste Abschnitt .des Werkes. In dem zweiten Abschnitte treten 
nun die zufammengcfetzten Grössen hervor, weiche wir im Ganzen 
als Funktionen einfacher Grössen charakterifiren können. Das erste 
Kapitel diefes Abschnittes behandelt die Funktionen im Allgemeinen, 
woran fich die algebraische Multiplikation und Divifion anschliesst, 
das zweite die Lehre von den Heiken, das dritte die Differenzialrech- 
nung und das vierte endlich die lutegraLrechnnng, und zwar alle 
diefe nur in fofern als eztenfive Grössen in Betracht gezogen werden« 
Doch glaube ich, dase auch die entsprechenden Zweige der gewöhn- 
lichen (auf Zahlgrössen fleh beziehenden) Mathematik und namentlich 
die Integralrechnung durch diefe Darstellung nicht nur wefentlieh ver- 
einfacht, fondern auch mannigfach ergänzt und weiter gefördert find. 
Da der Stoff feit der ersten Bearbeitung bedeutend angewachsen ist, 
fo habe ich die Anwendungen auf die Phyflk ganz weglassen müssen; 
doch hoffe ich, wenn mir Zeit und Kraft dazu gestattet ist, eine ma- 
thematische Bearbeitung der wichtigsten Zweige der Phyfik in felbst- 
ständigen Werken folgen zu lassen, in denen ich von der hier vorge- 
tragenen Wissenschaft Anwendung machen werde. Ich habe mich eifirig 
bemüht, überflüssige Kunstausdrücke zu vermeiden und mich auf das 
möglichst geringste Maass neuer Kunstausdrücke zu beschränken ; aber 
da man nun einmal ohne Worte nicht reden kann, und daher auch 
zu neuen Begriffen entweder neue Wortbildungen oder neue Wortver- 
bindungen gebraucht, oder alten Worten ein neues Gepräge verleihen 
muss, fo blieb doch noch eine ziemliche Menge unvermeidlicher Kunst- 
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atasdiüeke fibrtg. Ütii dMs Ventftiidniss %vt erleichtern, liAbe leb su- 
nftchst die Kanstaiudrtleke fo g;ewfth]t, dass fle, wie ich hoffe, dnreh 
ihre Bildang felbst nnmittelbar an den dnrch fie dargeetellten Begriff 
erinnern , und dann habe ich am Schlusso ein alphabetisches Verzeieh- 
niM derfelben mit Hin weif ang anf die Stellen, wo He erklärt find, 
gegeben. Es bleibt mir noch übrig, auf verwandte Bestrebungen an- 
derer Mathematiker hinzuweifen. Es beziehen fleh diefe fast ohne 
Ausnahme auf diejenigen Gegenstände, welche ich als Anwendungen 
der Ausdehnungslehre auf die Geometrie bezeichnet habe (alfo auf 
die SS. ^4, 28—30, 37-40, 56, 74—79, 91, 92, 101, 102, 114—119, 
144—148, 159—170 der Ausdehnungslehre TOn 1844 und auf die Nrn. 
216—347 des Torliegenden Werkes). Bei der ersten Bearbeitung (1844) 
war mir unter den hier einschlagenden Arbeiten nur das berfihmte 
Werk des Begründers der geometrischen Analyfe: der barycentrisehe 
Caleul TOn Moebius, bekannt, welches die Addition der Punkte lehrte. 
Hingegen waren mir die Arbeiten über die geometrische Addition der 
Strecken (von gegebener Länge und Richtung), fowie über die Bedeu- 
tung der imaginären Grössen unbekannt geblieben. Die letztere wurde 
in ihrer Vollständigkeit zuerst in einer Abhandlung von Gauss (GOt- 
tinger gelehrte Anzeiger 1831) dargestellt, auf welche mich Gauss auf 
Veranlassung der den gleichen Gegenstand behandelnden St<^le^ in der 
Vorrede zur Ausdehnungslehre (pag. XI bis XIV) brieflich aufmerkfam 
machte. Schon in diefer Darstellung des Imaginären lag der Begriff 
der geometrischen Addition von Strecken in Einer Ebene. Der erste, 
welcher die geometrische Addition der Strecken in ihrer ganzen All- 
gemeinheit gelehrt hat, scheint Bellavitis gewcfen zu fein, indem 
er schon 1836 (Annali delle seienze de regno Lombardo- Veneto , 3® 
volume) den hier gehörigen Oalcul aufstellte (vergl. unten p. 149 Anm.) 
Unabhängig davon entwickelte Möbius (1843) in feiner Mechanik des 
Himmels die Gefetze der geometrischen Addition der Strecken und 
wandte fie auf die Probleme der Mechanik des Himmels an. Nach 
dem Erscheinen meiner Ausdehnungslehre (von 1844) mehrten fich 
die Arbeiten auf dem Gebiete der geometrischen Analyfe. In» Befon- 
dere waren es wieder Moebius und Bellavitis, welche die Wissenschaft 
wefentlich weiter förderten und auch zum Verständniss und zur wei- 
teren Verbreitung der von mir vorgetragenen geometrischen Rechnungs- 
methode in bedeutender Weife beitrugen. Dazu kamen nun noeh meine 
eigene Arbeiten über diefen Gegenstand, welche theils in meiner 
Schrift: „Geometrische Analyfe, geknüpft an die von Leibnitz erfun- 
dene Charakteristik , gekrönte Preisschrift, Leipzig 18^," welche Moe- 
bios durch eine daran angeschlossene lichtvolle Darstellung den Mathe- 
matikern zugänglicher zu machen fuchte, theils in Gcelle's Journal 
(Band 36, Ä, 44, 49, 52) niedergelegt find. Ferner trat ein Jahr 
nach dem Erscheinen meiner linealen Ausdehnungslehre Saint-Venant 
mit der ^ometrischen Multiplikation der Strecken hervor (Gomptes 
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rendns, Tome 2X1 p. 620 sq.^ 15. Septembie 1B45), welche identUich 
ist mit der von mir in jenem Werke dargestellten ftasseren Koltipli- 
kation der Strecken (p»g. 28—40). Offenbar kannte er dies Werk 
nicht, und ich schickte daher 2 Exemplare desfelben an Caachy mit 
der Bitte, eins davon an Saint- Venant abzugeben, dessen Adresse mir 
unbekannt war. Sp&terhin veröffentlichte Cauchy in mehreren Auf- 
Tatzen, welche in den Comptes rendus von 1S53 abgedruckt und, eine 
Methode, um vermittelst gewisser fymbolischer Grössen, welche er 
clefs alg^briques nennt, algebraische Gleichungen und verwandte Pro- 
bleme zu löfen; eine Methode, welche genau mit der in meiner Aus- 
dehnungsichre von 1844 (§.45, 46 und 93) dargestellten übereinstimmt. 
Ich biiKweit davon entfernt, den berühmten Mathematiker «Ines -£!»'- 
giats beschuldigen zu wollen, doch glaubte ich es mir und der Sache 
schuldig zu fein, dass ich deshalb eine Prioritätsreclamation an die 
Pariser Akademie richtete. Allein die Commission, welcher diefe Re- 
clamation im April 1854 zur Prüfung und Berichterstattung übergeben 
wurde (Comptes rendus Tome 38 p. 741) , hat nie etwas von fleh hören 
lassen , und auch Cauchy hat feitdem über den Gegenstand nichts mehr 
veröffentlicht. Es find die erw&hnten Abhandlungen Cauchy's die ein- 
zigen , welche ausserhalb des Gebietes der Geometrie einen Berührungs- 
punkt mit meiner Ausdehnungslehre (von 1844) darbieten. Und da 
auch diefe Abhandlungen einen felbstständigen Ursprung beanspruchen, 
fo scheint es, als ob der eigentliche Kern meines Werkes, abgcfehen 
von dem geometrischen Beiwerk desfelbeu, nirgends zu verwandten 
Bestrebungen angeregt habe. Und dennoch bin ich an dies neue Werk, 
welches das alte in fich aufnehmen und zum Abschlüsse bringen folltc, 
mit frischem Muthe herangegangen. Denn ich bin der festen Zuver- 
ßcht, dass die Arbeit, welche ich auf die hier vorgetragene Wissen- 
schaft verwandt habe, und welche einen bedeutenden Zeitraum mei- 
nes Lebens und in demfelben die gespannteste Anstrengung meiner 
Kr&fte in Anspruch genommen hat, nicht verloren fein werde. Zwar 
weiss ich wohl , dass die Form, die ich der Wissenschaft gegeben, eine 
anvollkommene ist und fein muss. Aber ich weiss auch und muss es 
aussprechen, auch auf die Gefahr hin, für anmaassend gehalten zu 
werden, — ich weiss, dass wenn auch dies Werk noch neue 17 Jahre 
oder länger hinaus müssig liegen bleiben follte, ohne in die lebendige 
Entwickelung der Wissenschaft einzugreifen, dennoch eine Zeit kom- 
men wird, wo es aus dem Staube der Vergessenheit hervorgezogen 
werden wird, und wo die darin niedergelegten Ideen ihre Frucht tra- 
gen werden. Ich weiss, dass wenn es mir auch nicht gelingt, in 
einer bisher vergeblich von mir ersehnten Stellung einen Kreis von 
Schülern um mich zu fammeln, welche ich mit jenen Ideen befruch- 
ten und zur weiteren Entwickelung und Bereicherung derfelben anre- 
gen könnte, dennoch einst diefe Ideen, wenn auch in veränderter 
Form , neu erstehen und mit der Zcitentwickelung in lebendige Wcch- 



felwirknng treten werden. Denn die Wahrheit ist ewig, iet gOttlieh; 
and keine Entwickelungsphafe der Wahrhieit, wie geringe auch das 
Gebiet fei, was ße nmfasst, kann spurlös vorübergehen*, fie bleibt 
bestehen , wenn auch das Qewand , in welches schwache Menschen fie 
kleiden, in Staub zerfällt. 

Stettin, den 29. Augast 1861. 
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CI)eUun9 (^|liier (ürö^nt* 

§. 1. Begriffe und Eeclmangsgesetze. 

1. Erklärung. Ich sage, eine Grösse a sei aus den 
Grössen b, c,- • • durch lüe Zahlen i?, /, * • * abgeleitet, wenn 

a = jSb 4- yc H 

ist, wo ßf Yr " reelle Zahlen sind, gleichviel ob rational oder 
irrational, ob gleich null oder verschieden von null. Auch 
sage ich, a sei in diesem Falle numerisch abgeleitet 
aus b, c,* • • 

2. Erklärung. Ferner sage ich, dass zwei oder mehrere 
Grössen a, b, c*-* in einer Zahlbeziehung zu einander 
stehen, oder dass der Verein der Grössen a, b, c,--« einer 
Zahlbeziehung unterliege, wenn irgend eine derselben sich 
aus den übrigen numerisch ableiten lässt, also wenn sich z. B« 

a = /Sb + yc + • ' • 
setzen lässt, wo /9, y,- • • reelle Zahlen sind. Besteht der Vereiiji 

nur aus Einer Grösse a, so soll nur in dem Falle gesagt 

werden, der Verein unterliege einer Zahlbeziehung, wenn 

a=:o ist. Wenn zwei Grössen a und b, von denen k^iM 

null ist, in einer Zahlbeziehung zu einander stehen , .so be* 

zeichne ich dies durch 

a^b, 

und sage a sei kongruent b. 

1 



y 



2 (8 

Anmerkunfi:. Zwei reelle Zahlen stehen also immer, swci ver- 
schieden benannte GröBsen stehen nie in einer Zahlbeziehang zu einander. 
Null ist aus jeder Grössenreihe numerisch ableitbar, nttmlich durch 
die Zahlen o, o, • • • Mehrere Grössen also, unter denen eine null ist, 
stehen stets in einer Zahlbeziehang zu einander. 

Das Zeichen (=) ist in ähnlichem Sinne von Möbius (in seinem 
barycentrischen Calcttl) gebraucht. Die Benennung (kongruent) gründet 
sich auf geometrische Betrachtungen. Zur Bezeichnung abstrakter 
Beziehungen ist sie von Gauss gebraucht. 

3. Erklärung, Einheit nenne ich jede Grösse, welche 
dazu dienen soll^ um aus ihr eine Reihe von Grössen numerisch 
abzuleiten, und zwar nenne ich die Einheit eine ursprüng- 
liche, wenn sie nicht aus einer anderen Einheit abgeleitet 
ist. Die Einheit der Zahlen, also die Eins, nenne ich die 
absolute Einheit, alle übrigen relative. Null soll nie als 
Einheit gelten. 

4. Erklärung. Ein System vonEin heiten nenne 
ich jeden Verein von Grössen, welche in keiner Zahlbeziehung 
zu einander stehen, und welche dazu dienen sollen, um aus 
ihnen durch beliebige Zahlen andere Grössen abzuleiten. 

Anmerk. Hierhergehört auch der Fall, wo der ^'e^ein nur aus 
einer Einheit besteht (die jedoch nach Nr. 3 nicht null sein darf). 

5. Erklärung. Extensive Grösse nenne ich jeden 
Ausdruck, welcher aus einem Systeme von Einheiten (weiches 
sich jedoch nicht auf die absolute Einheit beschränkt) durch 
Zahlen abgeleitet ist, und zwar nenne ich diese Zahlen die 
zu den Einheiten gehörigen Ableitungszahlen jener Grösse; 
z. B. ist das Polynom 

ttj Ci + <*2 ^2 H > oder ^ ae oder ^ Or Cr 

wenn ai, aj,* • • reelle Zahlen sind, und Ct, Cj,- • • ein System 
von Einheiten bilden, eine extensive Grösse, und zwar ist 
dieselbe aus den Einheiten Ci, e2, • • * durch die zugehörigen 
Zahlen ai, Oj, * • • abgeleitet. Nur wenn das System bios aus 
der absoluten Einheit (1) besteht, ist die abgeleitete Grösse 
keine extensive, sondern eine Zahlgrösse. Den Ausdruck 
Grösse überhaupt werde ich nur für diese beiden Gattungen 
derselben festhalten. Wenn die extensive Grösse aus den 
ursprünglichen Einheiten abgeleitet werden kann, so nenne ich 
jene Grösse eine extensive Grösse erster Stufe. 
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An merk. Aus der Elementarmathematik setsen wir die Bech- 
nnngsgesctze für Zahlen, nnd auch für die sogenannten „benannten 
Zahlen^% d. h. fär die aus Einer Einheit abgeleiteten extensiven 
Grössen voraus; jedoch nur ftlr den Fall, dass jene Einheit eine 
ursprüngliche ist. 

6. Erklärung. Zwei extensive Grössen, die aus demsel- 
ben System von Einheiten abgeleitet sind, addiren, heissl, ihre 
zu denselben Einheiten gehörigen Ableitungszahlen addiren, d. h. 

Z^ + Z^=Z(ct +ß)e 

7. Erklärung. Eine extensive Grösse von einer andern, 
aus demselben Systeme von Einheiten abgeleitelen subtra- 
hiren, heisst die Ableitungszahlen der ersteren von den zu 
denselben Einheiten gehörigen Ableitungszahlen der letzteren 
subtrahiren, d. h. 

-Zae — ^ße = Z(a — j8)e 

An merk. In Bezug auf die Klammerbezeichnnng halte ich die 
Bestimmung fest, dass ein ohne Klammem geschriebenes Polynom oder 
Produkt aus mehreren Faktoren gleichbedeutend ist dem mit Klam- 
mem geschriebenen Ausdruck, in welchem alle Klammem gleich zu 
Anfang eintreten, also a4~b-f-<^ = (&'l~b)4' <H >^bc zs. (ab) c 

U. 6. W. 

8. Erklärung. Für extensive Grössen a, b, c gelten 

die Fundamentalformeln: 

1) a + b = b + a, 

2) a + (b + c) = a + b + c, 

3) a + b — b = a, 

4) a — b + b = a. 

Beweis. Es sei a = ^ae. b = XjSe, c = ^ye, soisl 

1) a + b = Z^ae + 2äße = J^(a + ß)e [nach 6]. 

= ^(ß~+a)e = J^ße + j^äe [6]- 

= b + a. 

2) a + (b f c)=^^ -f. (2j^ + J^Ti) 

=-Z ^+Z(ßTr > [6]. 

= Z («. + iß + y)) e [6]- 

= I^(a + ß)e + Zye [6]. 

= Z«e +i:ße+;^ [6]. 

= a + b + c 
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3) a + b - b =X«c + X/Se - XjSe 

= Z CoT-fß^e - Z /3tf [6]. 

= ZC« + /S-iS)e [7]. 

^' ' =Z(a-;-j5)e_+Zi^e [7]. 

= Z(ä-l» + /ä)e [6]. 

= ^ae = a 

9. Für extensive Grössen gelten- die sämmtlichen Gesetze 
algebraischer Addition und Subtraktion. 

Beweis. Denn diese Gesetze können, wie bekannt, aus 
den 4 Fundamentalformeln in No. 8 abgeleitet worden. 

10. Erklärung. Eine extensive Grö&se mit einer Zahl 
inultipliciren heisst ihre sämmtlichen Ableitungszahlen mit 
dieser Zahl multipliciren, d. h. 

Z«^ • ß = ß •Z^=Z(ä^T^ 

11. Erklärung.) Eine extensive Grösse durch eine Zahl, 
die nicht gleich null ist, dividiren, heisst ihre sämmtlichen 
A&leitung^zahlen durch diese Zahl dividiren, d. h. 



Z«e : ß= //JQ 



1 2. Für die Multiplikation und Division extensiver Grössen 
(a, b) durch Zahlen (/?, y) gelten die Fundamentalformeln: 

n ^ß = ß^^ 

2) aiSr = a(iSy), 

3) (a + b)y =a/ + by, 

4) a Cß+Y) =ai5 + ay, 

5) a • 1 = a, 

6) a/9 = dann und nur dann , wenn entweder a = 0, 
oder ß==0, 

7) a : i? = a ^, wenn /S ^ ist *). 

P 

Beweis. Es sei a = ^ae. b=^ße^ wo die Summe 
.${cti auf das System der Einheiten e|...en bezieht, so ist 

*) Das Zeichen ^ zusammengesetzt aus "7 und jL soll ungleich 
bedeuten. 
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1) Bß = ßü nach der Definilion [s. Formel in No. 10]. 

2) 9ßY = Z ^e ßY = X(a«e y [10]. 

= Zi^ßY) [10]. 

= Za{ßY)'0 = Z^e ißr) [10]. 

3) (a+b)y = ( Zae + Z^ ) y = ZC« h /?) e y [6]. 

= Z(^+ig)y'e [10]. 

= Z(«y +Vy)-fj=Z(«y)e + Zf/Jy)e[6]. 

= ay + by 

4) a(^+y)=Z ^(ig + y) =Ztt(/g + y)e [lO]. 

= ZC«i5 + ay)e == Z«]^ • e + Z«/ ' <^ t^l- 

= Zäe./S + Z«e 7 [*0]. 
=_a/5 + ay _ 

5) a-l==Zae-l=Zae [10]. 

= a 

6) a) wenn a==0 ist, so ist 

a/S = 0./9==0 
b) wenn ß = ist, so ist 

a/S = a-0 = Zäe-0=ZÖ^ t^^]. 

= Z0" [5. Anin.] 

= 
c) wenn 8/7 = 0, so hat man 

= 8i? = Zae /J = Za^ [iO]. 

Hieraus folgt nun, dass alle Podukte aß d. h. a^ß^ ajßy 
" On ß null sein müssen. Denn gesetzt, es wäre eins der- 
selben, z. B. a^ß nicht null, so hätte man aus der Gleichung 

= ttiß Ol + «2/^02 + <^nß en 

durch Mult. mit — ^ die Gleichung 



Cn 



<i. h. ei wäre aus e2*--Cn numerisch ableitbar, oder zwi- 
schen den Einheiten e^ • • • • e^ bestände eine Zahlbeziehmig, 
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was gegen die Annahme ist, da e^, 639- ••e^ ein System von 
Einheiten bilden sollen. Somit ist 

= a,/S = Oj/S =• • *ajß, 
also entweder ß = 0^ oder wenn /? ^ ist, 

== «1 = 02 = • • • On 

also a = ^ae = ^Oe = ^0 [5. Anm.] 

= 
d. h. wenn a/? = ist^ so muss entweder ß oder a gleich 
null sein. 

7) a : /? = ^öe : ß = / — e C*!]» d« ß nicht null ist. 



=IC"7>«=-^«"=t 



[10]. 
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13. Für die Multiplikation und Division extensiver Grössen 
durch Zahlen gelten die algebraischen Gesetze der Multipli- 
kation und Division. 

Beweis. Denn aus den Fundamentalformeln (1 bis 6) 
des vorhergehenden Satzes folgen in bekannter Weise die 
sämmtiichen algebraischen Gesetze der Multiplikation, und durch 
Formel (7) desselben Satzes wird die Division, ebenso wie 
in der Algebra, auf die Multiplikation zurückgeführt. Also 
gelten auch die algebraischen Gesetze der Division für die 
Division extensiver Grössen durch Zahlen. 

§. 2. Zusammenhang zwischen den ans einem System 
von Einheiten ableitbaren Grössen. 

14. Erklärung. Die Gesammtheit der Grössen, welche 
aus einer Reihe von Grössen ai, a2,**'an numerisch ableitbar 
sind, nenne ich das aus jenen Grössen ableitbare Gebiet (das 
Gebiet der Grössen ai,*-an), und zwar nenne ich es ein Ge- 
biet n-ter Stufe, wenn jene Grössen von erster Stufe (d. h. 
aus n ursprünglichen Einheiten numerisch ableitbar) sind, und 
sich das Gebiet nicht aus weniger als n solchen Grössen ab- 
leiten iasst. Ein Gebiet, welches ausser der Null keine Grösse 
enthilt, heisst ein Gebiet nullt er Stufe. 
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An merk. Das Gebiet erster Stufe ist also die Gesammtbeit der 
Vielfacben einer Grösse erster Stufe, wenn man nämlicb unter Viel* 
facbem einer Grösse jedes Produkt der Grösse mit einer reellen Zabl- 
grösse verstebt. 

15. Erklärung, Zwei Gebiete heissen identisch, wenn 
jede Grösse des ersten Gebietes zugleich Grösse des zweiten 
ist und umgekehrt. Wenn jede Grösse eines Gebietes (A) 
zugleich Grösse eines andern (B) ist (ohne dass das Umge- 
kehrte nothwendig stattfindet), so nenne ich beide Gebiete 
einander incident, und sage dann, das erste Gebiet (A) sei 
dem zweiten untergeordnet, das zweite dem ersten über- 
geordnet. Die Gesammtbeit der Grössen, welche zweien oder 
mehreren Gebieten zugleich angehören, heisst ihr gemein- 
schaftliches Gebiet, und die Gesammtbeit der Grössen, welche 
sich aus den Grössen zweier oder mehrerer Gebiete numerisch 
ableiten lassen, ihr verbindendes Gebiet. 

Anmerk. Ist z. B. das Gebiet A aus den Einheiten e^, e^, e^ 
abgeleitet und das Gebiet B aus den Einheiten e^, Cj, e4, so ist das 
den Gebieten A und B gemeinscbaftlicbe Gebiet das aus den Einheiten 
6], 63 abgeleitete, und das A und B verbindende Gebiet das aus den 
Einheiten e^, e^, e^, C4 abgeleitete. 

16. Erklärung. Zwischen n Grössen ai,* • -an herrscht 
dann und nur dann eine Zahlbeziehung, wenn sich eine 
Gleichung 

aufstellen lässt, in welcher die Zahlen O],... On nicht alle zu- 
gleich null sind. 

Beweis. Denn wenn in der Gleichung 

a, ai H «0811 = 

auch nur Eine der Zahlen «1,** «otn von null verschieden ist, 
z. B. Ol, so ist die mit dieser Zahl verbundene Grösse ai aus 
den übrigen numerisch ableitbar; denn dann ist 

01 = — - «a — — 83 — • • • — — a^. 

Umgekehrt, wenn irgend eine Zahlbeziehung zwischen 
den Grössen a|--*an herrscht, z. B. 

«1 = ftaa + /^afta H ßifin 

so wird 

— ai + ^82 + ^83 H + /'naii= 0, 
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eine Gleichung, in wacher wenigstens der Koeffioieat von ai 
ungleich null ist. 

17. Wenn n Grössen in einer Zahlbeziehung zueinander 
stehen, und sie nicht alle null sind, so muss sich aus ihnen 
ein Verein von weniger als n Grössen aussondern lassen, 
welcher keiner Zahlbeziehung unterliegt, und aus dem die 
übrigen Grössen numerisch ableitbar sind. 

Beweis. Es seien af**aQ die in einer Zahlbeziehung 
zu einander stehenden Grössen, so muss [nach No. 2] sich eine 
derselben aus den übrigen numerisch ableiten lassen; dies sei 
an und sei etwa 

«n = Ctlfll H «n-l ön-l« 

Herrscht nun zwischen den Grössen a|*-*an-i abermals 
eine Zahlbeziehung, so wird wieder eine derselben etwa an-i 
aus den übrigen ai,-* -811-2 numerisch ableitbar sein müssen. 
Es sei 

an-i == /?iai 4" • • 'ßn—2 an-2» 

Führt man diesen Ausdruck für an-i in die erste Gleichung 
ein, so erhält man 

»n = («1 + «n-l/^l) ai -{- . . . . (an-2 + «n-l /?n-2)ön-2, 

also ist dann auch an aus ai, - • • an-2 numerisch ableitbar. 

Dies Verfahren wird man fortsetzen können, so lange als 
noch zwischen den jedesmal übrig bleibenden Grössen eine 
Zahlbeziehung stattfindet. Man wird also zuletzt entweder zu 
einer Schaar von mehreren Grössen kommen, die in keiner 
Zahlbeziehung mehr zu einander stehen, und aus denen die 
übrigen numerisch ableitbar sind, oder es bleibt zuletzt nur 
Eine Grösse, etwa ai, übrig, aus der alle übrigen numerisch 
ableitbar sind. Im letztern Falle darf diese Eine Grösse a^ 
nicht null sein, weil sonst alle übrigen Grössen, als numerisch 
daraus ableitbar, auch null sein würden, was der Annahme 
widerstreitet. In beiden Fällen gelangt man also (No. 2) zu 
einem Vereine, der keiner Zahlbeziehung mehr unterliegt und 
aus dem alle übrigen der n Grössen ai***an numerisch ab- 
leitbar sind. 

18. Erklärung. Wenn in einem Verein von Grössen 
ai, 82,"* an die erste a^ nicht null ist, und keine der fol- 
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genden fleh aus den vorhergehenden numerisch ableiten Ifisst, 
fo unterliegt der Verein keiner' Zahlbeziehung. 

Beweis. Denn^eretzt, er unterliege einer Zahlbezie- 
hung, fo müsste (nach 16) zwischen den Grössen ai, as,* ««an 
eine Gleichung 

«iSi + «282 -! <^K = 

aufgestellt werden können^ in welcher nicht alle Koeflicienten 

aiy 029 - * * c^n zugleich null flnd. Es fei a, der letzte unter 
diefen KoefGcienten , welcher von null verschieden ist, fo er- 
hält man 

alfo, wenn r grösser als 1 ist, 

et, Oj Or-i 

a, = ai 82 • • • — — a, -1 j 

Or «r <Xr 

d. h. ar ist aus den vorhergehenden Grössen ai-^an-j nu- 
merisch ableitbar, gegen die Vorausfetzung. Ist aber r==l9 
fo hat man 

a^ai^O; 
alfo, da dann a^ ungleich null angenommen ist, 

81=0, 
was gleichfalls der Vorausfetzung widerstreitet. Alfo kann 
keine Zahlbeziehung zwischen den Grössen a^ • • • an herrschen. 

19. Wenn eine Grösse a^ aus n Grössen bj , bj - • • b^ 
numerisch ableitbar ist, und dabei die zu b^ gehörige Ablei- 
tungszahl ungleich null ist, fo ist das aus den n Grössen b|, 

bj ba ableitbare Gebiet identisch mit dem aus den n Grössen 

015 ^2, • • • • bn ableitbaren. ♦ 

Beweis. Es fei a^ = /Sibi + /Ja^a H /Snl>nj ^0 ft 

ungleich null ist, fo ist 

PI PI ßi 

Ist nun c numerisch ableitbar aus b|, ba, • • • b,^, etwa 

c = yM + Yt^i -{ h YnK, 

fo erhält man c als aus ai, bj, ••• b» abgeleitet, indem man 
hier statt bj den gefundenen Werth fetzt, nämlich. 

1* 
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Umgekehrt ist c numerisch ableitbar aus at , b2 , • • * b^, 
etwa 

c = Oiai + Oaba H + a„bn, 

fo erhält man e als aus b^, b^, • • • bn abgeleitet, indem man 
statt ai seinen Werth ßfhi + ßibi -| ß^K fetzt, nämlich 

c=a,/9ibi +(aj +ai/92)b2+ • • • • +Jian + (^ißn)K 
Alfo, jede Grösse, die einem der beiden Gebiete angehört, 
gehört auch dem andern an, d. h. beide Gebiete find identisch. 

20. Wenn m Grössen ai, ••• a^, die in keiner Zahl- 
beziehung zu einander stehen, aus n Grössen b^, • • • b^, nume- 
risch ableitbar find, fo kann man stets zu den m Grössren 
«ij • • • »m '^och (n-m) Grössen am+i , • • • an von der Art hin- 
zufügen , dass fleh die Grössen bi , • • • bn auch aus ai • • > a^ 
numerisch ableiten lassen, und alfo das Gebiet der Grössen 
ai • • • • an identisch ist dem Gebiete der Grössen b^ * • * • b^; 
auch kann man jene (n-m) Grössen aus den Grossen b^ - • • b^ 
reibst entnehmen. 

Beweis. Nach der Annahme ist ai aus b^ • • • bn ab- 
leitbar. Von den Zahlen, durch welche diefe Ableitung er- 
folgt, muss mindestens Eine von null verschieden fein, weil 
fönst ai felbst null wäre, alfo der Verein der m Grössen 
(nach 2) einer Zahlbeziehung unterläge. 

Es fei die zu b^ gehörige Zahl von null verschieden, und 
dies wird man immer annehmen können, da manja die Indices 
beliebig wählen kann. Dann ist nach 19 das aus bi, b2,- • -h^ ab- 
leitbare Gebiet identisch dem aus ai, b2, * • • b^ ableitbaren. Man 
habe nun für irgendein r, welches <m ist,. gefunden, dass 
das Gebiet der Grössen bi, b2,***bn identiscli fei dem Gebiete 
der Grössen ai, a2, • • • a,, br-ij, • • • • b^, fo wird nun,, da nach 
der Hypothefls ar+i aus b^, b2, • • • bn ableitbar ist, es auch 
(vermöge der Gebiets-Identität) aus aj, a2, • • • a,, br+i • • • b^ 
ableitbar fein. In dem Ausdrucke diefer Ableitung ar+i = 

«i«! A c^ra, + /^r-fibrfi +• • • ßj)^^ muss nothwondig einer 

der Kpefficienten, die zu br+i, • - • bn gehören, von null ver- 
schieden fein, weil fönst zwischen den Grössen a^ ar^i eine 

Zahlbeziehung stattfände, gegen die Hypothefis; es fei dies etwa 
/Sr^i^ fo ist, nach 19, das aus ai, • • • a,, br^^ • • • • bn ableit- 
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bare Gebiet identisch dem aas ai, • • • • ar^-i , bic|.2 * * * * b,^ ab- 
leitbaren; Mo auch dies letztere Gebiet identisch dem Gebiete 
der Grössen b^ • • • • b^. Diefen Schluss kann man alfo von 
r==l an verfolgen, bis r = m wird; d. h. es- wird dann das 

Gebiet ai • • • • ambm+i bn identisch dem Gebiete bj • • • b^; 

und bezeichnet man dann die fo übrig gebliebenen Grössen 
bm+i9 - * * bn beziehlich mit am hi9 " * Sn» i^ ^^^^ ^^^ Gebiet 
der Grössen ai • • • a^ identisch dem Gebiete ' der Grössen 
bi • • • b^. 

21. Wenn n Grössen (ai, • • • a^), welche in keiner Zahl- 
beziehung zu einander stehen, aus n andern Grössen (b^, • > b^) 
numerisch ableitbar find, fo ist das Gebiet der ersten Grössen- 
rcihe identisch dem der letzteren. 

Beweis. Man hat nur in dem vorhergehenden Satze 
ni = n zu fetzen, fo erfolgt der zu erweifende Satz. 

22. Wenn n Grössen (ai, • • • aj aus weniger als n Grössen 
(b|,--*bm) numerisch ableitbar find, fo stehen jene n Grössen 
stets in einer Zahlbeziehung zu einander. 

Beweis. Es feien ai, • • • an aus bj • • • b^ ableitbar, wo 
m •< n ist. Nun können ai • • • a^ entweder in einer Zahlbe- 
ziehung zu einander stehen oder nicht. Im ersteren Falle 
stehen auch ai,«--an, da unter ihnen die Grössen ai,'*«a,n 
vorkommen, in einer Zahlbeziehung zu einander. Im zweiten 
Falle ist das Gebiet der Grössen ai • • • a^^ (nach 31) iden- 
tisch dem Gebiete der Grössen bi-**b„, alfo ist jede aus 
b|,« • -bm numerisch ableitbare Grösse auch aus aj,* • «am nume- 
risch ableitbar, alfo find namentlich die Grössen Qm-hu* ' '^i^s 
weiche nach der Hypothefis aus bi,* • • «bo^ ableitbar ßnd, auch 
aus ai,-**ain ableitbar, d. h. auch im zweiten Falle besteht 
zwischen af***au eine Zahlbeziehung. 

23. Wenn ein Gebiet n-ler Stufe aus n Grössen erster 
Stufe ableitbar ist, fo stehen diefe in keiner Zahlbeziehung 
zu einander, und umgekehrt: Wenn n Grössen erster Stufe 
in keiner Zahlbeziehung zu einander stehen, fo ist das aus 
ihnen ableitbare Gebiet ein Gebiet n-ter Stufe. 

Beweis. Es fei A das aus den n Grössen erster Stufe 
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ai • • • • a^ ableitbare Gebiet. Wenn nun zuerst A ein Gebiet 

n-ter Stufe ist, fo können a^ a^ in keiner Zahlbeziehung 

zu einander' stehen ; denn dann würde fleh eine dieser Grössen 
aus den übrigen n — i numerisch ableiten lassen, alfo auch das 
Gebiet aus diefen n — 1 Grössen ableitbar fein , was dem Be- 
griffe des Gebietes n-ter Stufe [nach 14] widerstreitet. Zwei- 
tens umgekehrt, wenn a^, • • • a^ in keiner Zahlbeziehung zu 
einander stehen, fo können He [nach 22] nicht aus weniger 
als n Grössen numerisch abgeleitet werden, alfo auch das aus 
ai,- '-an ableitbare Gebiet nicht, alfo ist dies Gebiet [nach 14] 
von n-ter Stufe. 

24. Jedes Gebiet n-ter Stufe kann aus n Grössen erster 
Stufe, die in keiner Zahlbezichung zu einander stehen, ab- 
geleitet werden, und zwar aus beliebigen n folcher Grössen 
des Gebietes. 

■ 

Beweis. Denn es feien ai,***-an die Grössen, aus 
denen ursprünglich das betrachtete Gebiet hervorgegangen ist, 
und feien bi,***b,| n. Grössen diefes Gebietes, die in keiner 
Zahlbeziehung zu einander stehen. Da bi, • • • b^ dem aus 
ai, • • • an abgeleiteten Gebiete angehören, fo werden fich 
[nach 14] die Grössen bj • • • b^ aus a^ • • • a^ numerisch ableiten 
lassen, und da zugleich jene Grössen bi'--b„ in keiner Zahl- 
beziehung zu einander stehen [Vorausfetzung], fo wird [nach 21] 
das aus b^ • • • b„ ableitbare Gebiet identisch dem aus ai * • • a^ 
ableitbaren. 

An merk. Durch diefen Satz ist jeder specifisclie Unterschied 
zwischen den ursprünglichen Einheiten und den daraus numerisch 
abgeleiteten Grössen aufgehoben, indem man jedes Gebiet, statt aus 
den urspränglich zu Grunde gelegten n Einheiten, auch aus beliebigen 
n Grössen diefes Gebietes, die in keiner Zahlbeziehung zu einander 
stehen, ableiten, und diefe Grössen alfo statt jener crsteren aU Ein- 
heiten fetzen kann. Es hätte fich diefer wichtige Satz auch direkt 
aus der Theorie der Elimination ableiten lassen. In der That ist unfer 
Satz nur einiB Transformation des Satzes: Wenn n Gi-össen yi"««yii 
ganze homogene Funktionen ersten Grades von n anderen . Xf •• «xn 
find^ und die ersteren in keinem anderen Falle alle zugeicU nnll 
werden können, als wenn auch die letzteren alle null werden, fo 
lassen fich auch die letzteren (xi-'''Xn) als ganze homogene Funk- 
tionen ersten Grades von den ersteren (yi"-yn) darstellen. 



Doch ist der hier gelieferte Beweis nicht nur elementarer^ fondern 
bat auch den Vorzug, dass dabei die wefcntlichsten einfachen Bezie- 
hungen zwischen den extenfiven Grössen klarer hervortreten. 

' SS. Die Stufenzahlen zweier. Gebiete find zQf^mmen- 
genommen ebenfo gross als die Stufenzahlen ihres gemein- 
schaftlichen und ihres verbindenden Gebietes zufawmenge- 
nommen, d. h. wenn m und n die Stufenzahlender gegebenen 
Gebiete find, r die ihres gemeinschaftlichen, v die ihres ver^ 
bindenden Gebietes, To ist 

Beweis. Es feien A und B die beiden gegebenen Ge- 
biete m-ter und n-ter Stufe, und fei A aus den Grössen 

af'^m» B aws den Grössen b^ b^ ableitbar. Dann kann 

[nach 23] weder zwischen ai'*a,n, noch zwischen bi-'-b^ 
eine Zahlbeziehung herrschen. Ferner möge fich ein Verein 
von r, aber auch nicht von mehr, Grössen finden lassen, welche 
in keiner Zahlbeziehung zu einander stehen, und welche bei- 
den Gebieten zugleich angehören. Diefe Annahme wird immer 
zulässig fein, da r auch null fein darf. Es feien C| • • • Cr 
diefe Grössen. Dann wird man [nach 20] in die Reihe der 
Grössen a^ • • • • an» statt r derfelben , etwa statt ai • • • • a, die 
Grössen c^ • • • c, in der Art einführen können , dass das aus 
diefer neuen Grössenrcihe ableitbare Gebiet identisch fei dem 
Gebiete A. Ebenfo wird man in die Reihe der Grössen 
bi*«-b„ statt r derfelben, etwa statt bi--*br die Grössen 
C|*--Cr in der Art einführen können, dass das aus diefer 
neuen Grössenrcihe ableitbare Gebiet dem Gebiete B identisch 

fei. Dann ist. also A aus den m Grössen c^ Cp, ap^-f- • • -a^ 

ableitbar, und B aus den n Grössen c^ Cr, br+i****bQ. 

Keine diefer Grössenreihen unterliegt [nach 23] einer Zahlbe- 
ziehung. Dann- ist klar, dass alle aus c^-'C, ableitbaren 
Grössen den Gebieten A und B gemeinschaftlich find; aber 
auch keine andern, da es fönst, wider die Annahme, mehr 
als r in keiner Zahlbeziehung zu einander stehende Grössen 
geben würde, die beiden Gebieten A und B gemeinschaftlich 
wären. Das den Gebieten A und B gemeinschaftliche Gebiet 
ist alfo das aus Ci*-*Cr abgeleitete Gebiet, alfo [nach 23] ein 
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Gebiet Mer Stufe. Nun bilden ferner alle Grössen Ci • • • Cr , 
»r+i* • 'flni, T^r+i' • ' ' b^ cine Reihe von Grössen, die in keiner 
Zahlbeziehung zu einander stehen. Denn gefetzt, es herrschte 
zwischen ihnen eine Zahlbeziehung , fo mttsste diefe -von der 

Form 

a + b 4-c = 

fein, wo a aus ar+i • • • «3^, b aus br+i • • • 'b^, c aus Ci • • • Cr 
abgeleitet ist. Hier können weder a noch b uuU fein. Denn 
wäre a null, fo wäre b -f c = 0, und es bestände aifo eine 
Zahlbeziehung zwischen den Grössen, br^i* * * -b^, c^ • • • «Cr, 
was, wie bewiefen, unmöglich ist; und wäre b null, fo be- 
stände eine Zahlbeziehung zwischen Br-^i"'9ija9 Ci**'Cr, was 
gleichfalls als unmöglich nachg'^wiefen ist. Stellen wir die 
obige Gleichung in der Form dar 

a=c — b — c, 
fo ist die linke Seite aus ar+f'-am numerisch abgeleitet, 
gehört alfo ^om Gebiete A an, die rechte Seite ist aus 
bp4.f»bn, Ci*"Cp numerisch abgeleitet, gehört alfo dem Ge- 
biete B an, folglich gehört a dann beiden Gebieten zugleich 
an. Da aber a aus ar+i*''9m numerisch abgeleitet ist, und 
zwischen ar-i-i***am9 Ci***Cr keine Zahlbpziehung herrscht 
(wie oben gezeigt wurde), fo ist a nicht aus Ci'-*-Cr ab- 
leitbar. Alfo würden dann die Gebiete A und .B mehr als 
r in keiner Zahlbeziehung zu einander stehende Grössen ge- 
meinschaftlich haben, was gegen die Vorausfetzung ist. Somit 

folgt, dass der ganze Verein der Grössen Ci • • -Cp, ar+i am, 

br+i " " b,^ keiner Zablbeziehung unterliegt. Das aus diefcn 
Grössen ableitbare Gebiet besteht aber aus den fämmtlichen 
Grössen, welche fich aus den Grössen der Gebiete A und B 
ableiten lassen, d. h. ist ihr verbindendes Gebiet. Die Stufen- 
zahl desselben fei v, fo ist [nach 22] v gleich der Anzahl der 
Grössen Cj-'-Cp, ap-ff-am, br4-i--bn, d. h. 

Y. = m-fn — r, oder 

m -f n = r + V. 
26. Zwei Gebiete (A und B), welche beziehlich von 
a-tcr und j?-ter Stufe find und in einem Gebiete n-ter Stufe 
liegen, haben, wenn a-^-ß^-^n ist, mindestens ein Gebiet 
von (a 4- /? — n)-ter Stufe gemein. 
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Beweis. Das A und B verbindende Gebiet fei von v-ter 
Stufe, das ihnen gemeinschaftliche von r-ter Stufe, fo ist 
[nach 25] 

a + jJ = r-{-v, oder r = a + /' — V, 
d. h. Da A und B in einem Gebiete n-ter Stufe hegen, fo 
liegt auch ihr verbindendes Gebiet in diefem Gebiete n-ter 
Stufe, alfo ist v entweder ebcnfo gross oder kleiner als n, 
alfo r =: a + /? — v entweder ebenfo gross als a + /? - n 
oder grösser. 

An merk. Die bisher entwickelten Sätze finden Hch schon, wenn 
gleich meist in anderen Formen^ in meiner ersten Bcarbeitnngr der 
Ausdehnungslehrc vom Jahre 1844, and zwar Satz 18 und 23 find 
genau in der entsprechenden Form in §. 20 jenes Werkes, Satz 24 in 
§. 126 enthalten, und auch die Idee des Beweifes für diefe Sätze ist 
hier und dort diefvlbe. 

§. 3. Die Zahl als Quotient extensiver Grössen 
und Ersetzung der Gleichungen zwischen extensiven Grössen 

durch Zahlgleichungen. 

27. Erklärung. Ich nenne zwei Vereine von Glei- 
chungen einander erTetzend, wenn fich jeder von beiden 
Vereinen aus dem andern ableiten lässt. 

An merk. Hierbei ist auch der Fall eingeschlossen, in welchem 
einer der beiden Vereine oder jeder von beiden nur aus einer Glei- 
chung besteht. 

28. Eine Grösse x, welche aus n in keiner Zahlbeziehung 
zu einander stehenden Grössen ai • • • 8^ abgeleitet ist, ist dann 
und nur dann null, wenn ihre n Ableitungszahlen null find, 
d. h. die Gleichung 

(a) XiOi + Xaaa -] f-Xn^n = 

wird erfetzt durch die .n Gleichungen : 

(b) = Xi = Xj =••••= x^. 

Beweis. Denn wäre irgend eine der Ableitungszahlen 
von null verschieden, fo würde vermöge der Gleichung (a) 
nach 16 zwischen a^ • • • • a^ eine Zahlb€ziehung herrschen, 
gegen die Annahme. Gilt alfo die Gleichung (a), To gilt auch 
der Gleichungsverein (b). Umgekehrt, gilt der letzte Verein, 
fo folgl daraus die Gleichung (a). Alfo wird diere Gleichung 
durch jenen Verein erfetzt. 
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29. Zwei Grössen eines Gebietes n-ter Stufe find dann 
und nur dann einander gleich , wenn ihre n zu denfelben Ein- 
heiten gehörigen Ableitungszahlen einander gleich lind, d. h. 
die Gleichung 

(a) a,ei + «aej H a^e„ = ftei + ftej-l ß^e^ 

wird erfetzt durch die n Gleichungen * 

(b) ai=/9i, 02=^, , aa = /?n. 

Beweis. Denn die Gleichung (a) wird erfetzt durch die 
Gleichungen 

(«1 -ft)ei + («2 -i?2)e2 + • • • + («n - i^n)e„ = 0, 
und diefe (nach 26) durch die n Gleichungen 

= «1 - i?i = 02 — /?2 = = «n -- /^n, 

d. h. durch die n Gleichungen 

30. Erklärung. Wenn eine extenfiye Grösse a aus 
einer andern b, die nicht null ist, fich numerisch ableiten 

lässt, fo verstehe ich unter — die Zahl, durch welche b aus 

a 

a abgeleitet werden kann, d. h. 

aa ^ ^ 

— = a, wenn a ^ 0. 
a ' . 

31. Wenn 2 Grössen (a und b) aus derfelben Grösse 
(c) numeriseh abgeleitet find, und die zweite nicht null ist, 
fo kann man, statt die erste durch die zweite zu dividiren, 
die Ableilungszahlen entsprechend dividiren, d. h. 

lo'^J' wenn ßc ^ 0. 

Beweis. Wenn /9c ^ ist, fo ist (nach 12, 6) auch ß Z ^ 

d 
und c^O. Dann ist ac = — (/9c) naeh 13, aKo 

p 

«<5_4(^c) _ a 

^ ßc ^ 

32. Eine Gleichung, deren Glieder alle aus derfelben 
Grösse (a) numerisch ableitbar und, wird durch eine Gleichung 
erfetzt, die man erhält, indem man alle Glieder der ^steren 
durch eine beliebige aus jener Grösse (a) numerisch ableit- 
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bare, aber von null verschiedene Grösse dividirt, d. h. die 
Gleichung 

(a) aa + /Ja -i = aja + fta + • • • 

wird erfetzt durch die Gleichung 

(b) f!? + ^+..=?L» + ^J-«+.., wennea^O. 
^ ^ pa ' pa ^a ^a ^ ^ . 

Beweis. Wenn ^a^O, To muss [nach 12, 6] fowohl 

^^0 als a^O Tein. Somit kann man a auch, da es von null 

verschieden ist, als Einheit betrachten. Dann wird, nach 29, 

die Gleichung (a) erretst durch 

a-i-ß -{ =ai + ft-| , 

oder, wenn man durch ^^0 dividirt, durch die Gleichung 

T' + T^ —T'^T'^ » 

Q 9 Qi Qi 

d. h. (nach 31) durch die Gleichung 

^a ^a ^la ^la 

33. Erklärung, A/Tenn die Grössen af • * -an in keiner 
Zahlbeziehung zu einander stehen, und die Grösse 

ist, fo nennen wir, wenn m kleiner als n'ist, die Grösse 

«1»! + «202 + • • ' «m«m 

,die Zurftckleitung der Grösse a auf das Gebiet aiaj* • • -am, 
unter Ausschliessung des Gebietes am^ia^+a « * * * a^.^ Wir 
fagen, die Zurückleitungcn mehrerer Grössen feien in dem- 
reiben Sinne genommen, wenn die Grössen auf dasselbe Ge- 
biet und unter Ausschliessung desselben Gebietes zurttck- 
geleitet sind. 

An merk. Wenn ins Befondere a = aiai ^-Oaa) -|-*** ^nßn ist, 
fo ist z. B. (XiEi die Zoräckleitang von a auf das Gebiet ai, unter 
Aasschliessung des Gebietes a^ • • -an, ferner: \^enn a = (X|a| -|- djs^ ist, 
fo ist Oia^ die ZurUckleitung auf das Gebiet ai, unter Aosscbliessang 
des Gebietes a^. 

341. Jede Gleichung, deren Glieder Produkte je einer 
extenliven Grösse mit einer liahl find, wird, wenn die exten- 
fiven Grössen einem Gebiet n-ter Stufe angehören, erfetzt 
durch n Zahlengleichungen, die man erhält, indem man in 
der gegebenen Gleichung statt aller extenfiven Grössen ihre 

2 
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zu derrelben Einheit gehörigen Ableiiung&zahlen fetzt; und 
zwar gilt dies, welche n in keiner Zahlbeziehung stehende 
Grössen des Gebietes man auch als System von Einheiten an- 
nehmen mag, d. h. die Gleichung 

(a) aa* + /Jb -J = iA + AI + • • • 

in welcher" 

a = «1^1 -J an^nj k = ^ef H x„e„ • 

ist, wird erfetzt durch die n Gleichungen 

(cuh-h ßßi + • • • = ;fXi 4- ^ + ' • • 

• • 

[aa^ + ßß^-l =^^n + ^ + ;-- 

Yorausgefetzt, dass ex***CB in keiner Zahlbeziehung zu ein- 
ander stehen. 

Beweis. Setzt man in die Gleichung (a) die Ausdrücke 
für a, b, • • • • k, I, • • ein , To erhftlt man 

(««1 + i^Ä -I )ei + (002 + ßß2+- 0^2 H (««n + 

ßßn-\ )en = (««1+^ i )eif • • Ocx^+^-l )e„. 

Diefe Gleichung wjrd (nach 29). erreizt durch die n Glei- 
chungen 

oOi + ßßi -}-•••= xxi -{- XXi -\" ' ' 

0^2 + ßß2 H • = XX2 -f- A^ H • 

00^+ ßßn-i =XX^+^n+ "• 

« 

35. Jede Gleichung, deren Glieder Produkte je einer 
extenftven Grösse mit einer Zahl find, bleibt bestehen, wenn 
man statt aller cxlenPiven Grössen ihre in demfelben Sinne 
genommenen Zurückleitungen fetzt. 

Beweis. Man nehme an, die gegeben» Gleichung fei 
die Gleichung (a) des vorhergehenden Satzes, in welcher a, 
b, • • • • k, I • • diefelbe Bedeutung haben wie vorher, fo ist 
zu zeigen, dass diefe Gleichung auch fortbesteht, wenn, man 
statt der Gpössen a, b, • • • k, I üire Zurückleitungeii auf das 
Gebiet Ci* • • Om, unter Ausschliessung des Gebietes e^^^i« • * -en, 
fetzt, d. h. dass auch 

(c) aa' + /Jb' + • . • =xk' + AI' + . • . 



fei, wo a' = aiCi-| a^c., k = ai^ei-J «^c.. 



isL In der Thal wird die Glfeichimg («) erfeUl durch die 
n Gleichangen (b) der Yorigen Nuoiincr. MoIUpliciri man aun 
die ersten m dieser n Gleidiangen beziehlich mil ei, e^, • • • e^ 
und addiri die b erhalteüßo Gleichungen, fo erhiii man die 
zu erweifende Gieiohung (c). 

An merk. Es liegt hierin sogleich der speciellere Sali, dass 
gleiche Grössen, in gleichem Sinne xnrfickgeleiiet) anch gleiche Zaruck- 
leitangen geben, oder^ anders ansgedriickt, dass die Znrückleitang 
einer gegebenen Grösfte bestimmt ist, wenn das Gebiet ^ auf welches, 
und das Gebiet, unter dessen Ausschliessung xurückgeleitet werden 
foll, gegeben ist. 

36. Wenn die Zahlen Xx- - -x^, durch welche eine exlen- 
Tive Grösse x aus einem System von n Einheiten Ci, e^ , • • • e^ 
abgeleitet wird, einer Gleichung m-ten Grades genügen, fo 
genügen auch die Zahlen Ji * • * Jn» durch welche diefelbe 
Grösse aus einem System Yon n andern dasselbe Gebiet lie- 
fernden Einheiten ai, a2 • - - a^ abgeleitet wird, einer Gleichung 
nMen Grades, und zwar ist die letzte homogen, wenn die 
erste es ist. 

Beweis. Es ist nach der Annahme 
X = XiCi + XjCa + . . . . x^e^, 
und zwischen di^en Ableitungszahlen bestehe die Gleichung 

f(xi, — xj=e, 

in welcher f das Zeichen einer Funktion m-ten Grades ist. 
Nun müssen die neuen Einheiten % * * * • a^, da flo dem Ge- 
biete ei • • • ' • c,^ angehören 3 aus diefen Einheiten e^, • • • e,^ ab- 
leitbar fein. Es Tel 

«1 = M^ <h,T% = «1,1 «1 + «1,2 «2 A «i,nen, 

Ferner, da yi***- Yn die Ableitungszahlen in Bezug auf 
diere neuen Einheiten fein follen, fo hat man auch 

X = Yiai + yaBa H Yn^ny «'so 
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= Yiai + Y»aa +'-- y,a„, 

Alli) nach 29 i 

Xl = X «r,lY> =' «1,1 Yl + «1,1^2 + • • • «n,l Yn, 
Xj = X«r,» Yr= «1,2 Yl + «2,» Y» -I ön,l Ym 

d. h. xi, • • • • Xn find ganze homogene Funktionen ersten Gra- 
des von yi**"7n9 folglich, fetzt man In 

f(xi,---Xn)=0 
statt Xi, •••Xq diefe Werthe, fo orhftlt man eine Funktion 
m-ten Grades von yi*-**yn und zwar eine homogene, wenn 
die erstere eine folche war. 

jftq). 2. il9ie ptolmktbtlbung im ^Usenteinrn. 
§. 1. Produkt isweier Grössen. 

37. Erklärung. Unter dem Produkte [abj einer exten- 
fiven Grösse a in eine andere b, verstehe ich diejenige exten- 
Tive Grösse (oder auch Zahlgrösse), die man erhält, indem 
man zuerst jede der Einheiten, aus denen die erste Grösse a 
numerisch abgeleitet ist, mit jeder der Einholten, aus denen 
die zweite b numerisch abgeleitet ist, zu einem Produkte 
verknüpft, dessen erster Faktor die Einheit der ersten Grösse 
und dessen zweiter Faktor -die Einheit der zweiten Grösse ist, 
dann dies Produkt mit dem Produkte derjenigen Ableitungs- 
zahlen multiplicirt, mit welchen jene Einheiten verknöpft waren, 
und die Tämmtlichen fo gewonnenen Produkte addirt, d. h. es ist 

wo e,, Qg die Einheiten, aus denen die Grössen numerisch 
abgeleitet find, 0,, a^ die zugehörigen Ableitungszahlen be- 
zeichnen, und die Summe fich auf die verschiedenen Werthe 
der Indices r und s bezieht. 

An merk. Da das Produkt extennvcr Grössea nach der Erklä- 
rung wieder entweder eine ezteniive Grösse oder eine Zahlgrösse ist, 
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fo inii88 dasselbe [nach 5] ans einem System von Einheiten nnmerisch 
ableitbar fein. Welehes dies System von Einheiten fei, nnd wie aas 
ihnen nie Produkte ere^, aus denen jenes Produkt zusammengefetzt 
ist, numerisch abzuleiten feien, darüber Tagt die Definition nichts 
aus. Soll alfo der Begriff eines befonderen Produktes genau festge- 
stellt werden , fo müssen noch über jenes System von Einheiten and 
über diefe Ableitungen die nöthigcn Bestimmungen getroffen werden. 
Sobald diefe Bestimmungen getroffen fmd, fo geht aus der allgemeinen 
Gattung der Produktbildungen, wie fie oben festgestellt wurde, eine 
befondere Art der Produktbildung hervor. Hat man z. 6. das Pro- 
dukt P = [(xj et -{- xa C)) (yt Ci + y^ ej)] , fo ist dasselbe [nach 37J gleich 
Xiyi[eiCi]+x,ya[eiea]Hhxay,[eaei]+Xay,[e,ea]. Befondere Arten 
der Produktbildung würden nun hervorgeben, wenn noch die Ein- 
heiten festgefetzt würden, aus denen dies Produkt numerisch abge- 
leitet werden foll, und die Art bestimmt würde, wie die vier Produkte 
[^1^]) [^^]i [^^]t [^^] ^^^ jenen Einheiten numerisch abzuleiten 
find^ fo z. B. könnte festgefetzt werden, dass diefe vier Produkte 
leibst das System der Einheiten bildeten, aus denen P numerisch ab- 
zuleiten ist, dann find 'X|yi, Ziy^, Zjy^, ZQys die Ableitungszahlen von 
P; und wir -hätten eine befondere Art der Produktbildung, die Hch 
dadurch auszeichnen würde , dass zu ihrer Feststellung keine Glei- 
chungen erforderlich wären. Oder man könnte drei unter ihnen, etwa 
[eiCi], [e^ea], [e^ea] als Einheiten festfetzen, und die Bestimmung hin- 
zufügen, dass [eaej = [CtCa] fein foUte*, dann würden die Ableitungs- 
zahlen von P fein x,yi, (xiya + Xayi), ^jVi't ^^^^ -Art der Produkt- 
bildnng, die fleh dadurch auszeichnen würde, dass ihre Gcfetze mit 
denen der algebraischen Multiplikation identisch fein würden. Oder 
man könnte eine unter ihnen, z. B. [eiea], als Einheit festfetzen, aas 
welcher das Produkt P numerisch abzukiteu fein foll, u^d für die 
übrigen etwa die Bestimmungen treffen, dass [eiCi]— 0, [e^ei] = — 
[CjC]], [eie|]=0 fein foll. Dann würde das Produkt P nur eine 
Ablcitungszahl haben, nämlich Xiyj — x^y^ ; eine Produktbildung, die 
ich unten kombinatorische genannt habe. Ja man könnte auch ein 
System von anderen Einheiten, unter denen [e^ei]; [eiCj], [e^ei], [e^e^J 
nicht vorkämen, zu 'Grunde legen, und dann bestimmcn^, wie diefe 
vier Produkte aus ihnen abzuleiten feien, z. B. könnte man etwa die 
abfolute Einheit zu Grunde legen, und etwa festfetzen, es foUe [Cie^] 
= 1, [eiea] = 0, [eaei]=0, [caCa]— 1 fein, in diefem Falle würde P 
dne Zahl, nämlich =Xiyi 4-^3/2 l'^^i^i ^^^ Produktbildnng , die ich 
unten innere genannt liabe. G^enwärtig werde ich nur diejenigen 
Gefetze behandeln, welche aus der allgemeinen Erklärung des Pro- 
duktes in 37 hervorgehen, und welche alfo für alle Arten der Pro- 
dukte gelten. Ich habe das Produkt durch eine Klammer umschlossen, 
um es von dem gewöhnlichen Produkte der Algebra; zu unterscheiden. 



38. Statt zu einer Grösse a einen Faktor b hinzuzu- 
fügen, kann nan ihn in dem Ableitungsausdruck der enteren 
jeder Einheit auf entsprechende Weife hinzufügen, d. h. 

Beweis. Es fei b = XjJge, fo ist 
[Zä,~e,b] = [ Z^fZß ^s\ = Zarßs[^ r%] [37] 

= Zßi^aCeies] + Zohßsl^jßsi + "'- [9] 
= «iteiZi^se J + (h [o^Zßs^s] + -" [37J 
= «iCCib] + OaLcab] -J = ^Ori^M' 

39. Ein Produkt zweier Faktoren, dessen einer Faktor 
eine Summe ist, ist gleich einer Summe Yon Produkten, die 
man erhält, indem man in dem ursprünglichen Produkte, statt 
des zerstückten Faktor's, nach und nach jedes Stück fetzt, d. h. 

[(a + b -i )p] = [ap] + [bp] + 

[p(a + b +•••)] = [pa] + [pb] H . 

Insbefondere ist 

[(a + b)c] = [ac] + [bc] 

[c(a + b)] = [ca] +_[cb]. _ 

Beweis. Es fei ei^^^a^e^, b = X^/*A +• • ' ' > fo ist 
[(a + b + • ;jOp] 

= [( Z"cW+Z^+ ' ' • )p] = [Z(«r+/Jr+-Oer P] [9] 
=Zfa+igr+-0[ej] [38] 

= 2^(^ÄßrV]+Zßr[^] + -" [9] 

= [Z«rer p] + [Zi?re, p] + ' • ' [38] 

= [ap] + [bp]H . 

Somit ist die erste Formel bewiefen. Den Beweis der zweiten 
Formel erhält man aus dem der ersten, wenn man den Faktor 
p Überali als ersten Faktor einfetzt. 

410. Statt den einen Faktor eines Produktes (zweier 
Faktoren) mit einer Zahl zu multipliciren , kann man das ganze 
Produkt mit diefer Zahl multipliciren, d. h. 

[(aa)b] == a[ab] 

[b(aa)] = a[ba]. 

Beweis. Es fei »=Z«rör> fo ist 
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[(aa)b] == [Ca Z^)b ] = [Z^^V^. b] [10] 

= Za«,.[e,b] • [38] 

, =aLS'öre,b] [38] 

= a[ab]. 
Der Beweis der zyveiten Formel ergiebt fich, wemv man 
b überall als den ersten der beiden Faktoren fetzt. 

41. Statt zu eifier Grösse; die aus belfebigen Grössen 
a, b, ••• numerisch abgeleitet ist, einen Faktor p hlnzuzu« 
fugen, kann man ihn in dem Ausdruck diefer Ableitung i&u 
jeder der Grössen a , b , • • • auf entsprechende Weife hinzu- 
fiigeo, d. h. 

[(aa + ßh-\ )p] = a[ap] + i*[l>p] -1 und 

[p(aa + /?b + . . .)]*= a[pa] + i^W + • • • . 
Beweis. [(aa+/?b+ • • Op]=Kaa)p]+[(Wp]+ . • . [39] 

=a[ap]+/?[bp] + ... [40]. 

412. Das Produkt zweier Faktoren , wdohe aus beliebigen 
Gsossen numerisch abgeleitet find, erhält man, indem man 
zuerst statt jedes Faktors eine der Grössen fetzt, aus denen 
er abgeleitet ist, das fo gewonnene Produkt mit dem Produkte 
der zu den fubstituirten Grössen gehörigen Ableitungszahlen 
multiplicirt, und die fämmtlichen Produkt^, welche fich auf 
diefe Weife bilden lassen, addirt, d. h. ' 

IXm7Z^/^s] = ^«r/?3[a,b J , 
wo a,, bg beliebige Grössen, a^, ß^ beliebige Zahlen find. 

Beweis. [2^a^rXß^^=^^T\.^f^ßX\ [41] 

§. 2. Produkt mehrerer Grössen. 

48. Erjcl^rung. Wenn aus einem Produkte ein anderes 
dadurch abgeleitet werden kann , dass man statt jedes Faktors, 
der in dem ersten Produkte -vorkommt, einen andern (ihm 
gleichen oder von ihm verschiedenen), Faktor fetzt, fo nenne 
ich die beiden Produkte einander entsprechend, und nenne 
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jeiem Faktor ies mten Plrodakles euls pte cte ad dem fir ibn 
hhitÜBiiliB iei aadeni Frodoktes. Zweien Grösseii oder 
sireiea ca Uf i ccfc eadea Produkten bexiekiragsweife zwei Fak- 
lorea ni eatfpreeheader Weire kinznfigen, kdsst Ge (o hm- 
mfigai, dafs die eotslekendeB Produkte wieda* einander 
cn Uf i eck end werd^i, und zwar fo, dass der in den einen 
nnd der in dem andern Produkte kinzugefngte Faktor ent- 
afredbende Faktoren winden, nnd die bisher einander ent- 
apredenden Faittoren anck entspreckend bleiben. Bin Produkt, 
in wddiem die Faktoren a , b , - - • irgend wie mithalten Ond, 
w#rde ieb, wo es angeroesaen sdieint, mit P», b, ... bezeiehnen; 
dam drftclü inneriialb derfelben Entwickelang Ph, i,... das ent- 
apreehende Produkt aus, in welchem die Faktoren h, i, • • • 
dmr Beihe nach den Faktoren a, b, • - • entsprechen« 

Anmerlu Diefe Bestimmungan lind unentbehrlich, wenn man 
allen Zweideutigkeiten entgehen wiU. Denn da die Faktoren eines 
Produktes extenAver Grössen weder unter allen umstanden yertauscht, 
noch zu befonderen Produkten vereinigt werden dürfen, fo ist die 
Art, wie ein Faktor in das Produkt eingeht, bestimmt au fibdren. Als 
Beifpel zweier entsprechender Produkte feien die Produkte a(bc) und 
d(ef) gewählt, wo die Faktoren fich der Reihe nach entsprechen. 
Sollen zu ihnen noch beziehlich die Faktoren g und h in entsprechender 
Weife hinzugefugt werden, fo kann dies auf Terschiedene Arten ge- 
schehen, z. B. fo, dass die Produkte a(bc)g und d(ef)h hervorgehen, 
oder a(bgc) und d(ehf) u. f. w. Was die Bedeutung ausgelassener 
Klammem betrifft, fo verweife ich auf No. 7 Anmerkung. 

441. Wenn ein gegebenes Produkt einen Faktor p ent- 
hält ^ der ans beliebigen Grössen a, b, c, ••• durch die Zah- 
len q^ r, a abgeleitet ist, und man fetzt in jenem Produkte 
atatt des Faktors p nach und nach die Grössen a, b, c, •••, 
multiplicirt die fo erhaltenen Produkte beziehlich mit q, r, 8, • • • 
nnd addirt diefe Ausdrücke, fo ist ihre Summe gleich dem 
gegebenen Produkte, d. h. 

Pqafrbt.. = qPa + fPb + • • •• 

Beweis. Wie das Produkt auch beschaffe^ fei, immer 
kann man es fo entstanden denken, dass zu dem Faktor p 
die flbrigen Faktoren fortschreitend in bestimmter Weife hin- 
zugetreten feten^ tiftmlich fo, dass zu p zuerst ein anderer 
Faktor (fei es als errter oder als zweiter Faktor des Produkts) 
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hinzugetreten fei, zu diefem Produkte wieder ein anderer und 
ib fort. Statt nun aber einen Faktor zu einer numerisch ab- 
geleiteten Grösse hinzuzufügen, kann man ihn, nach 41, in 
dem Ausdruck jener Ableitung zu jeder der Grössen, aus 
denen j#ne erslere abgeleitet war, auf entsprechende Weife 

hinzufägen. Folglich statt zu p = qa + rb -| die übrigen 

Faktoren in der genannten Weife fortschreitend hinzuzufügen, 
icann . man- fie in dem Ableitungsausdruck in entsprechender 
Weife zu jeder der Grössen a, b, •• hinzufügen, d. h. 

Pp = qPa + rPb + • • , wenn p = qa + rb + • • . 
45. Der Satz 42 gilt auch für mehr als zwei Faktoren, d. h. 

[Xqrar I^rlK • • • ] = Xqr^-'-CaA---]. 
Beweis. Gilt der Satz für irgend eine Anzahl von 

Faktoren, z. B. für [^qr^^r^rs^s ^^nMm^y- f^ ^^^s alfo 

(a) [^qr^rZ^r.b,- - Z^x^kJ =XqA- * '^m[^iK' ' -km]- 
iöt, fü gilt er auch, wenn noch ein Faktor, z. B. AJ^, hin- 
zulrilt;. denn es ist 

= Xqr ^s '^n t ^r^s ' ' ' KJ^ K^n (»ach a) 

= ^qrl's • • • ^m^nl^r^s * * " Wn] [42]. 

Alfo wenn die Formel 45 für irgend eine Anzahl von 
Faktoren gilt, fo gilt fie auch, wenn noch ein Faktor hinzu- 
tritt. Nun gilt fie aber, nach 42, für zwei Faktoren, alfo 
auch für drei, vier u.' f. w., alfo für beliebig viele. 

JSt6. Statt die Faktoren eines Produktes mit einer Reihe 
vüu Zahlen zu multipliciren, kann man das ganze Produkt 
mit dem Produkte diefer Zahlen multipliciren, d. h. 

Pqa,rb, . . . = qr • • •Pa,b,.... 

Beweis. Nach 44 ist Pqa=qPa, alfo auch 

"qa,rb,ßc... ^^^ qt a,rb,8C,. . . L^^J 

= qrPa,b;sc,... [44] 

u. f. w., endlich 
= qrs...Pa,b,c,... [44]. 

47. Zwei in einem Produkte vorkommende Faktoren, 
welche in einer Zahlbeziehung zu einander stehen, kann man 
ohne Werthänderung des Produktes vertauschen,' d. h. 



» qa, ra — "ra, qa. 
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Beweis. Es ist 

Pqa,ra = qrPa,a [46] 

= rqPa,a = Pra,qa [46]. 

§. 3. Die yerschiedenen Arten der Prodvktbildimg. 

48. Erklärung. Wenn die Produklbildung dadurch 
näher bestimmt wird, dass zwischen den Produkten der Ein- 
heiten Zahlbeziehungen bestehen, fo nenne ich jede Gleichung, 
welche eine folche Zahlbeziehung ausdrückt, eine zu jener 
Art der Produktbildung gehörige Bestimmungsgleichung. 
Einen Verein von p Bestimmungsglcichungen, von denen keine 
aus den übrigen gefolgert werden kann, nenne ich, wenn 
zwischen den Produkten keine andere Zahlbeziehung herrscht, 
als die aus jenen Gleichungen gefolgert werden kann, ein zu 
jener Produkthildung gehöriges System von Bestimmungs- 
gleichungen. 

49. Jedes System von m Bestimmungsgleichungen zwi- 
schen den n Einheitsprodukten E^, • • • E^ kann auf die Form 
gebracht werden, dass jede der Gleichungen ausdrückt, wie 
aus n — m jener Einheitsprodukle, z. B. aus Ej- • • •En_,n die 
übrigen m numerisch ableitbar find. Dann bilden Ei-'-E^.ni 
ein System von Einheiten, aus denen alle Produkte, die zu 
diofer Produktbildung gehören, ableitbar find. 

Beweis. Nach 48 foll jede Gleichung des Systems der 
m Bestimmungsgleichungen eine Zahjbeziehung zwischen Ex, 
••••Eu ausdrücken. Jede folche Zahlbeziehung wird fleh, 
nach 16, auf die Form 

OiEi H a^E^ = 

bringen lassen, in welcher die Zahlen Oi,-« a^ nicht alle zu- 
gleich null find. Es fei eine derfelben betrachtet, und fei in 
ihr etwa a^ ungleich null, fo kann man E,^ durch Ei,-'-En_i 
ausdrücken. Substituirt nian diefen Ausdruck in die übrigen 
(m — 1) Gleichungen, fo werden fie von der Form 

In keiner der fo erhaltenen <xleicfaungen dürfen die Zahlen 
«!,••• «n-i alle zugleich null werden, weil fönst diofe Be- 
stimmungsgleichung aus der ersten gefolgert werden könnte. 
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was dem Begriffe eines Systems von Beslimmungsgleiehungen 
(nach 48) widerspricht. Es fei eine der fo erhaltenen Glei- 
chungen betrachtet, und Tei in ihr etwa der Koefficient von 
En_i ungleich nulI;/o wird £^„1 fich durch Ei E^^j aus- 
drücken lassen, und wenn diefer Ausdruck in die übrigen 
(m — 2) Gleichungen eingeführt wird, To erhalten fie die 
Form 

OjEi -| «a-aEn-j = 0. 

Da auf diefe Weife durch die Anwendung jeder neuen 
Gleichung immer eine neue unter den Grössen Ei**Eq aus 
den übrigen Gleichungen verschwindet, wir wollen annehmen, 
jedesmal die letzte unter den bis dahin vorhandenen, fo be- 
hält man zuletzt nur noch die Grösse Ei-«, »«Eq.^, durch 
welche fich alle übrigen Eq_jq4.i Eq ausdrücken lassen. 

50. Erklärung. Jede Produktbildung, deren Bestim- 
mungsgleichungen geltend bleiben, wenn man statt der darin 
vorkommenden Einheiten beliebige aus ihnen numerisch abge- 
leitete Grössen fetzt, heisst eine lineale Produktbildung (Mul- 
tiplikation). 

51. Für Produkte aus zwei Faktoren giebt es ausser 
derjenigen Produktbildung, welche gar keine Bestimmungs- 
gleichung hat, und derjenigen, deren Produkte alle null find, 
nur zwei Gattungen linealer Produktbildung, und ^v^ir ist 
das System der Bedingungsgleichungen für die eine 

tl) [CA] + [e.ej = 0, 
für die andere 

(2) [ere,] = [e3e,], 
wo für r und s, wenn Ci, 62, •• e^ die Einheiten find, nach 
und nach jede 2 der Zahlen l-*-n gefetzt werden feilen. 

Beweis. Jede Bestimmungsgleichung wird bei zwei Fak- 
toren, die aus den Einheiten Ci* • -e,^ abgeleitet find, die Form 
haben 

(a) ^a,^«[erej=0, 
wo die Koefficienten a, ^ beliebige Zahlen find^ die aber nicht 
alle gleichzeitig null werden dürfen, und wo für r und s nach 
und nach je zwei der Werthe 1 n in die Summe einge- 
führt werden lollen. Wir nehmen an, die Produktbildung foUe 
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eine lineale Tein; d. b. nach 50, es foll jede Bestirninungs- 
gleichung noch geltend bleiben, wenn man statt der Einheilen 
beliebige aus ihnen numerisch «abgeleFtete Grössen fetzt. Man 

fetze in (a) ^x^„e.. statt e^ und ^Xs,v6v statt e^, wo die 
Summen fich nur auf die.Indices u und v beziehen, und Xr,u 
und Xs;r beliebig zu wählende Zahlen bedeuten*. Dann er^ 
halten wir 

0=^0, 8[Xxr,ueuXxs,vev] 

alfo = Xar,«Xp,uys,v[euev] [13], 

indem fich nun die Summe auf alle vier Werthe r, s, u, v 
bezieht. Vertauscht man hier r mit s und u mit v, was man 
kann, da r, s, u, v in jedem GUede ganz beliebige der Zah- 
len l'«-n find, fo erhält man 

und indem man diefe Gleichung mit der obenstehenden addirt, 
erhält man 

(b) 0==Xxr,uXs,v(ar,s[euev] + a8,r[eveu]), 
eine Gleichung, welche für die Anwendung bequemer ist, als 
die beiden vorhergehenden. Sie muss für alle Werthe, die 
man den Grössen Xr^^, Xs,v geben mag, gelten. Man fetze 
nun im (b) irgend eine der Grössen Xr^u etwa Xa,c zuerst = i, 
dann = — 1 , fubtrahire die fo erhaltenen zweir Gleichungen 
von einander, und dividire durch 2, fo fallen alle Glieder 
weg, welche Xa,c entweder keinmal oder zweimal enthielten, 
und es bleibt nur 

^Xfl,y(aa,8[ecev] -f- as,a[evec]) = 0, 
wobei jedoch unter den Werthpaaren von s und v dasjenige 
auszulassen ist, für welches zugleich s = a und v = c ist. 
Setzt man nun hierin wieder irgend eine der Grössen Xg^v, 
z. B. Xb,d zuerst gleich 1 und dann gleich — 1 , fubtrahirt tfie 
fo erhaltenen zwei Gleichungen und dividirt durch 2, fo fallen 
wieder die Glieder weg, weiche Xb,d keinmal oder zweimal 
enthalten und es bleibt 

(C) aa,b [Cc Cd ] + ab,a [Cd Oc ] = 

zunächst nur für je vier Indices a, b, c, d, von denen nicht 
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gleichzeitig der erste dem zweiten, der dritte dem vierten 
gleich ist. Hierdurch reducirt fich die Gleichung (b) auf 

U — ^irf Xf^ u Xj.^ u Ar, r L^^uCu j. 

Setzt man hierin für eine der Grössen Xr,u9 etwa für Xa,c9 
nach der Reihe zwei einander nicht "entgegcngefetzle Wcrlhe, 
z. B. 1 und 2 ein , fubtrahirt die fo erhaltenen Gleichungen 
von einander und dividirt die Restgleichung in diefem Falle 
durch 3, fo bleibt 

= aa,a[ecec], 
d. h. die Gleichung (c) gilt auch für den vorher ausgeschlosse- 
nen Fall, dass a = b, c = d ist. 

Somit folgt aus der Gleichung (a), wenn fie eine lineale 
Bestimmungsgleichung fein, d. h.« noch geltend bleiben füll, 
welche aus den Einheiten abgeleitete Grössen man auch statt 
(lerfelben einführen mag, nothwendig die Gleichungsgruppe (c), 
aber auch umgekehrt, wenn die Gleichungsgruppe (c) gilt, fo 
folgt aus ihr die Gleichung (b), welche ausdrückt, dass 'die 
Gleichung (a) lineal fei. 

Setzen wir in (c) die Indices c und d einander gleich, 
fo geht fie über in 

(e) (aa,b + ab,a) [CcCc] = 0, 
und fetzen wir in ihr a = b , fo jreht fie über in 

(0 «a,a([ecedi -f- [edec]) = 0. 
In diefen gleich null gefetzten Produkten muss (nach 12, 6) 
jedesmal der eine oder der andere Faktor null fein. 

Nehmen wir zuerst an [ecCo] fei von null verschieden, 
fo muss nothwendig für je zwei Indices a und b 

Oa,b + Äb,a = 0, d. h. — aa,b = ab,a 

fein. Setzen wir dies in (cj ein, fo erhalten wir 
«a,b([cced] — [edec]) = 0. 
Sollte hier [CcCd] — [CdCc] von null verschieden fein, fo 
müsste der andere Faktor aa,b für je zwei Indices a und b 
null fein 9 d. h. die Gleichung (a) würde identisch null gegen 
die Annahme. Somit muss in diefem Falle, wo [eeCc] von 
null verschieden ist, 

.[ecOd] ~ [CdCc] = 0, d. h. [CcCd] = [edec] 
fein, d. b. es tritt die Glcichungsgruppe (50, 2) ein. Ist nun 
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im zweiten Falle [ecCc] = 0, oder, indem wir a statt c fetzen 
[eaCa] = 0, fo können wir diefe Gleichung als Bestimmungs- 
gleichung an die Stelle der Gleichung (a) fetzen, dann ist 
aa,a = l9 während alle Qbrigen Koefficienten null find, und 
es folgt ds^nn, indem wir diefen Werlh aa,a==l in (f) ein- 
fetzen , 

[ecCd] + [edec] = 0, 
d. h. es tritt die Gruppe (50, 1) ein. Nun wäre noch mög- 
lich, dass beide Gruppen (50, 1) und (50, 2) zugleich geltend 
wären. Allein dann würde folgen, dass [eeed] = 0, alfo alle 
Produkte null wären, ein Fall, den wir oben ausgeschlossen 
hatten. Es find alfo keine andern linealen Produktbildungen 
möglich, als die im Satze genannten. Dass dieTe nun in der 
That lineale find, folgt fogleich aus der Gleichung (c), ver- 
glichen mit (a). In der That, wenn 

(g) [CaCb] + [ebea]=0 
die Bedingungsgleichungen find und man fetzt irgend eine der- 
felben als die Gleichung (a), fo ist für fie aa,b ;= 1, ctb,a = + 1, 
und alle übrigen Koefficienten find null. Dann geht die Glei- 
chungsgruppe (c) über in 

[CcCd] + [edec] = 0, 
welche schon in der gegebenen Gruppe (g) enthalten waren. 
Alfo find jene beiden Gattungen der Produktbildung lineal und 
^war die einzig möglichen ausser der bestimmungslofen und 
der verschwindenden. « 

An merk. Soll alfo das bisher fich von felbst darbietende Princip, 
dass nämlich jedes durch eine Gleichung ausdrückbare Gefetz auch 
bestehen bleibt, wenn man statt der £iaheiten beliebige aus ihnen 
abgeleitete Grössen fetzt, auch in der nächsten Entwickelung noch 
fortbestehen, fo ist kein anderer Fortschritt möglich, als der zu den 
beiden genannten Produktbildungen. Nehmen wir der Einfachheit 
wegen nur zwei Einheiten e, und Cj an, fo ist das System der Be- 
stimmungsgleichungen für die erste Gattung gleichzeitig 

[öl eil = [ea Cj] = und [ei ea] =:= — b%^i], 
und für die zweite [ei Cj] = [Cj e^]. 

In Bezug auf die Operationen ist die letztere Gattung <)ic ein- 
fachere. Ja, da die Bestimmungsgleichungen derfelben nichts weiter 
ausdrücken als die Vertauschbarkeit der Faktoren , fo ist diefe MuUi- 
plikationffgattung, was die Operationen anlangt, identisch mit der 
gewöhnlichen Multiplikation der Algebra, weshalb ich fie auch die 
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algebraische genannt habe*). Bs versteht lieh von felbst, dass 
ihr auch eine algebraische Divifion, Potenzirung u. f. w. zur Seite 
geht, und dass man für alle dicfe Verknüpfungen cxtenliver Grössen 
unmittelbar die algebraischen Gefetze als geltend annehmen darf. Hin- 
gegen ist diefe Multiplikation, was die durch fie erzeugten Grössen 
betrifft, fehr viel komplicirtcr als die orsiere Gattung , weicheich die 
kombinatorische genannt habe. In der That, betrachten wir bei zwei 
Einheiten Ci und ej das Produkt zweier Faktoren [(qi e^ + <la ^a) 
(riet -*-rae2)] = qtri[eiei] +qara[ejea] + qira[eiea] + qarireaCi], fo 
redttcirt fich dies bei der ersten Gattung, wo [e^ Cj ] — [cj Cj] = 0, 
[cj Ci] = — [Cj Ca] ist, auf (qj rj — qj r|) [Ci Cq] , alfo auf nur eine Ein- 
heit, nämlich [e^ C]] ; ja^ wenn in einer Entwickelungsreihc nie mehr 
als jene beiden ursprünglichen Einheiten Ci und e^ vorkommen, fo 
wird man, ohne der Allgemeinheit Eintrag zu thun, [eiea] = l fetzen 
können, und erhält dann als Refultat der Multiplikation eine Zahl. 
Ganz anders bei der zweiten Gattung, wo fich jenes Produkt auf 
qi Ti [Ci Cj] + Qa Tj [ca Cq] + (qi ^a + ^a ^t) [®i ^aJ reducirt , alfo auf nicht 
weniger als drei Einheiten. Da es in der Entwickelung der Wissen- 
schaft vor allen Dingen darauf ankommt, die nach und nach hervor- 
tretenden Grössen in ihrem einfachsten Begriffe zu erfassen, fo ist 
hier der üebergang zu der ersten Gattung der Multiplikation mit 
Noth wendigkeit geboten. Ja, da die durch algebraische Multiplikation 
extenfiver Grössen erzeugten Gebilde nicht mehr als einfache Grössen 
fich darstellen, fondern vielmehr den Funktionen der Algebra ficU 
parallel stellen, fo werden wir diefer Multiplikation erst im zweiten 
Theile diefes Werkes wieder begegnen, welcher die Funktionen be- 
handeln wird. 

Ich verweife in Bezug auf die Entwickelung der verschiedenen 
MuUiplikationsgattungen auf die vorher angeführte Abhandlung in 
Crelle's Journal. Dort habe ich für den obigen Satz einen zwar weit- 
läuftigeren, aber elementareren Beweis gegeben. Die allgemeine Idee 
der Multiplikation, wie fie im ersten §. diefes Kapitels entwickelt 
ist, Jiabe ich schon in der ersten Ausgabe meiner Ausdehnungslehre 

10—12) zu Grunde gelegt. 



§. 1. Allgemeine Gesetze der kombinatorischen Multiplikation. 

52. Erklirung. Wenn die Faktoren eines Produktes 
P aus einem Systeme von Einheiten abgeleitet Dnd, und je 
zwei Produkte der Einheiten y welche durch Yertauschung der 
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beiden letzten Faktoren auseinander hervorgehen, zur Summe 
null geben, jedes Produkt aber, was lauter verschiedene Ein- 
heiten als Faktoren enthält, von null verschieden ist, fo nenne 
ich jenes Produkt P ein kombinatorisches, und jene Faktoren 
desfelben feine einfachen Faktoren; d. h. find b und c Ein- 
heiten, A aber eine beliebige Reihe von Einheiten, fo Avird 
die angegebene Bestimmung ausgedrückt durch die Formel 
[Abc] + [Acb] = 0. 

Anni. Warum hier gerade mit diefer befonderen Multiplikations- 
gattung der Anfang gemächt wird, ist No. 50 Anmerk. entwickelt. 

53. Man kann in jedem kombinatorischen Produkt die 
beiden letzten (einfachen) Faktoren vertauschen, wenn man 
nur zugleich das Vorzeichen (+) in das entgegengefetzle ver- 
wandelt, d. h. 

[Abc] + [Acb]=0; 
auch wenn A eine beliebige Reihe von Faktoren ist und b 
und c einfache Faktoren find. 

Beweis 1. Es feien zuerst b und c Einheiten. Da nun 
A eine beliebige Reihe von Faktoren ist, und die Faktoren 
aus den Einheiten numerisch ableitbar find, fo erhält man, 
indem man statt der Faktoren von A ihre Ableitungsausdrücke 
fetzt, und die Klammern löst, (nach 45) einen Ausdruck, der 
aus den Produkten der Einheiten numerisch ableitbar ist, alfu 
die Form hat 

WO Er Produkte der Einheiten find. Setzt man dies ein, fo 
wird 

[Abc] + [Acb] = [Z^E>] + [Z«7E"rCb] 

= Z «r[JErbc] + Z«r[ firCb] [44] 

= Za^[E.bc] + LE,cb]) [12, 4] 

= Z«rO [52] 

= 0. 
2. Es feien b und c aus den Einheiten e;, 62, • • • nume- 
risch abgeleitet, und fei 

fo ist 
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[Abc] + [Acb] = [AXMrZiv^] + [AZi^^Z ft^J 

= Z jgryaEAe,e,] + ZYsßÄ^ e.e,] [46] 

= Z/?rya([ Ae,e,] + [Ae.eJ) [12] 

=ZßrYs'0 [Beweis 1] 

= 0. 
S4. In einem kombinatorischen Produkte kann man 
i)elieb)ge zwei aufeinander folgende einfache Faktoren ver- 
tauschen, wenn man zugleich das Zeichen (4^) umkehrt , d. h. 

[AbcD] + [AcbD] = 0, 
wenn A und D beliebige Faktorenreihen, b und c einfache 
Faktoren find. 

Beweis. Es ist 

[AbcD] -f. [AcbD] = [[Abc]D] + i:[Acb]D] [38] 

= [([Abc] + [Acb])D] [40] 

= D [53] 

= 0. 
SS. In einem kombinatorischen Produkte kann man be- 
liebige zwei einfache Faktoren vertauschen, wenn man zu- 
gleich das Zeichen (4^) umkehrt, d. h. 

Pa,b = — Pb,a, oder Pa,b + Pb,a = 0. 

Beweis. Angenommen, zwischen a und b stehen inPa,b 
noch n einfache Faktoren. Vertauscht man jetzt b mit dem 
nächst vorhergehenden Faktor, d. h. rückt man b um eine 
Steile nach links, fo ändert Tich (nach 54) das Zeichen; rückt 
man aii'o b nach und nach über die n Faktoren hinweg, welche 
ursprünglich zwischen a und b standen, fo ändert fleh das 
Zeichen n-mal, jetzt folgt b unmittelbar auf a, vertauscht 
man jetzt a mit b, fo ändert fich das Zeichen noch einmal. 
Jetzt steht b auf der Stelle, wo ursprünglich a stand; um 
nun auch a auf die Stelle zu bringen, wo ursprünglich b 
stand, hat man nun noch a um n Stellen nach rechts zu 
rücken, wobei fleh das Zeichen noch n-mal ändert. Im Gan2en 
hat es ticli 2n -f 1 nnal geändert; durch die 2n-malige Aen- 
dcrung wird das Zeichen aber wieder das ursprüngliche, und 
da nun noch die einmalige Aenderung hinzukommt, fo ist 
das letzte Zeichen dem ursprünglichen entgegengefetzt, alfo 

Pa,b= Pb,a, oder Pa,b + Pb,a=0. 

3 
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36. Erklärung. Wenn von zwei Grössenreihen jede 
die Grössen a und b enthält, und zwar jede derfelben ein- 
mal, und in beiden Reihen a früher steht als b, oder in beiden 
b früher steht als a, fo fage ich, diefe beiden Grössen feien 
in jenen Reihen gleich geordnet, hingegen fie Teien in 
jenen Reihen entgegengefetzt geordnet, wenn in der 
einen a früher steht als b, in der andern b früher als a. 

57. Zwei liombinatorische Produkte, welche diefelben 
einfachen Faktoren (aber in verschiedener Folge) enthalten, 
find einander gleich oder entgeg^ngefetzt, je nachdem die 
Anzahl der in beiden Produkten einander ontgegengefetzt ge- 
ordneten Faktorenpaare gerade oder ungerade ist, d. h. 

.p = (-iyO, 
wenn P und kombinatorische Produkte find, welche die- 
felben einfachen Faktoren enthalten, und wenn r die Anzahl 
der Faktorenpaare ist, welche in P entgegengefetzt geordnet 
find, wie in 0. 

Beweis. Wenn zuerst je zwei Faktoren, welche in 
dem einen Produkte, etwa in 0? unmittelbar aufeinander folgen, 
in beiden Produkten gleich geordnet find, fo leuchtet ein, 
dass dann beide Produkte identisch find, und fie alfo kein 
entgegengefetzt geordnetes Faktorenpaar enthalten können. 
So lange es daher in Q noch Faktorenpaare giebt, welche 
entgegengefetzt geordnet find, wie in P, fo giebt es auch 
noch mindestens zwei Faktoren, welche in Q unmittelbar auf- 
einander folgen, und welche in Q entgegengefetzt geordnet 
find wie in P. Angenommen, a und b feipn zwei folche Fak- 
toren. Vertauscht man fie untereinander, fo erhält man ein 
Produkt Ol, welches dem Produkte (nach 54) entgegen- 
gefetzt bezeichnet ist, und in welchem alle Faktorenpaare, 
mit Ausnahme des Faktorenpaares a, b, ebenfo geordnet find 
wie in 0? während dies Faktorenpaar a, b in Qi ontgegen- 
gefetzt geordnet ist wie in Q, alfo ebenfo geordnet wie in F. 
Alfo ist die Anzahl der Faktorenpaare, welche in Qi und P 
entgegengefetzt geordnet Hnd, um 1 kleiner, als die Anzahl 
derer, welche in und P entgegengefetzt geordnet find. Ist 
diefe letztere Anzahl alfo r, fo ist die crslere r — 1. Ist 
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nun r — 1 noch nicht null , d. b. giebl es noch Fftktorenpa«Fe, 
weiche in Qi und P cntgcgengeretzt geordnet Tind, fo kann 
man mit Qi wieder fo verfahren wie vorher mit Q; man er*- 
haltc dadurch aus Qi das Produkt 02> fo >s^ 02 = — Oi» rifo 
= (— 1)^09 und die Anzahl der Faktorenpaare, welche in 
O2 und P entgegcngefelzt geordnet flnd, ist r— 2. Fährt 
man in diefer Weife fort, bis man zu 0^ gelangt, fo wird 
Q^ = ( — lyo, und die Anzahl der Faktorenpaare, die In Q^ 
und P entgegengefetzt geordnet find, betrSgt r — r, alfo 
null, d h. die Faklorenpaare in Q^ und P find fdmmtlich 
gleich geordnet, alfo Or = P, fomit P = Or = (-iyO. 

58. Wenn man in einem kombinatorischen Produkte 
eine Reihe von r einfachen Faktoren mit einer unmittelbar 
darauf folgenden Reihe von s einfachen Faktoren vertauscht 
[ohne im Uebrigen die Ordnung der Faktoren zu andern), fo 
ist das fo hervorgehende Produkt dem ursprünglichen gleich- 
oder entgegengefetzt, je nachdem rs gerade oder ungerade 
ist, d. h. 

[HC] = (- iy[CB], [ABC] = {- ly-CACB], 
wo B eine Reihe von r, C von s einfachen Faktoren darstellt. 

Beweis. Es fei C = CiC2---Cg, alfo 
[ABC] = [ABciC2---cJ. 

Vertauscht man nun Ci mit dem letzten einfachen Faktor 
von B, d. h. rückt man c^ um Eine Stelle vor, fo ändert Qch 
(nach 55) das Vorzeichen des ganzen Produktes; rückt c^ alfo 
um s einfache Faktoren vor, d. h. rückt man ihn vor die 
Faktoren von B, fo ändert fich das Zeichen r mal, alfo wird 
[ABciCa • • cj = (— l)'[AciBc2C3- • «cj^ alfo dies 

= (-17(^inAcaC2Bc3^..C3] 
= (-~l)nAciC2Bc3-.-C3] 

= (— l)*[ACiC2C3BC4- • 'Cj u. f. w. 

= (— l)^[AciC2 • • • cß] oder 
[ABC] = (— 1)'^[ACB], 
und wenn man hierin A == 1 fetzt 

[BC]==:(~1)"[CB]. 

39. Wenn man in einem kombinatt>rischen Produkte 
eine Reihe von q einfachen Faktoren mit einer durch r ein- 
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fache Faktoren getrennten Reibe von s einfachen Faktoren 
vertauscht, Po ist das fo hervorgehende Produkt dem ursprüng- 
lichen gleich oder entgegengefetzt , je nachdem rs 4- sq 4~ V 
gerade oder ungerade ist, d. h. 

[ABC] = (- l)"+*^+nGBA] , 
wo A, B, C Reihen von beziehlich q, r, s einfachen Fak- 
toren darstellen. 
• Beweis. Es ist 

[ABC] = (— iy*i ^-')«[CAB] [57] 

= (~ l)q»+"(- i)<i'[CBA] [57] 

==(_l)r»+«q+qr[CBA]. 

09. Wenn zwei einfache Faktoren eines kombinatorischen 
Produktes einander gleich find, fo ist das Produkt null, d. h. 

Beweis. Es fei Pa,b irgend ein kombinatorisches Pro- 
dukt, welches die Faktoren a und b enthftlt, und Pb,a das 
durch Yertausqhung von a und b aus ihm hervorgehende, fo 
ist (nach 55) 

Pa,b+Pb,a = 0, 

alfo, wenn a gleich b ist, 

Pa,a + Pa,a = 0, d.h. 2Pa,a=0, 

fomit auch Pa,a==0. 

61 . Ein kombinatorisches Produkt ist null, wenn zwischen 
feinen einfachen Faktoren eine Zahlbeziehung herrscht, d. h. 

[aiajag aj=0, 

wenn eine der Grössen ai h^ (ich aus den übrigen nume- 
risch ablmten Idsst, z. B. 

Ol == «aaj + 0383 -| a^^j^ 

ist. 

Beweis. Man erhflit, indem man den Werth von a^ in 
das Produkt einfetzt 

[aiaaag • - . «aj = [(Ojaj + «383 H a^ajajas aj, allo 

(nach 44) 

= a2[9^2^2^B • • ' • «ml + a3[a3a2a3 • • • • am] + • • 

= 02-0 + 03-0 -I o^O [59] 

= 0. 
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62. Erklärung. Unter der Determinante aus n 
Reiben von je n Zahlen versteht man, wenn man die r-te 
Zahl der s-ten Reihe mit a^^^ bezeichnet, dasjenige Polynom, 

welches man aus dem Produkte aj^>(x^^> a^^ dadurch erhdlt, 

dass man in ihm nach und nach die unteren Indices auf alle 
möglichen Arten verfetzt, während man die oberen unver- 
ändert lässt, dann jedes diefer Produkte mit dem + oder — 
Zeichen verlieht, je nachdem die Anzahl derjenigen Paare 
von Indices, welche unten entgegengefetzt geordnet find wie 
oben, gerade oder ungerade ist und diefe fämmtlichen Glieder 
addirt. Man bezeichnet diefe Determinante mit ^ + a^^a!^^ 
a^, d. h. man fetzt 

wo r, s, • • • • w die Zahlen 1, 2 • • • • n, in irgend einer Ord- 
nung genommen, gleich fmd, wo die Summe Geh auf alle 
möglichen Ordnungen diefer Art bezieht, und u die Anzahl 
der Index-Paare bezeiphnet, welche unten entgegengefetzt 
geordnet Gnd, wie oben. 

An merk. Der Vollständigkeit wegen habe ich diefen Begriflf der 
Determinante hier aufstellen zu müssen geglaubt , zumal da es zweck- 
mässig schien, die Zeichenbestimmung in der einfachen Form, wie fie 
hier dargestellt ist, festzufctzen , während die fönst gebri^uchliche, 
durch Cauchy eingeführte Form der Zeichenbestimmung ein Zurück- 
gehen auf die Permutations-Gefetze nothwendig machen wUrde. Dass 
man übrigens statt der unteren Indices auch die oberen vertauschen 
kann, leuchtet ein, doch ist es unangemessen, eine folche zwiefache 
Bestimmung in eine strenge Definition aufzunehmen. 

63. Das kombinatorische Produkt von n einfachen Fak- 
toren, welche aus n Grössen %, a2, a^ numerisch abge- 
leitet find, erhält man, indem man aus den n Reihen von 
Zahlen, durch welche jene Faktoren aus den n Grössen ai, 
hy"'^n abgeleitet find, die Determinante bildet, und diefe 
mit dem kombinatorischen Produkte der Grössen ai* • • «aQ mul- 
tiplicirt, wobei nämlich die Zahlen, durch welche der erste 
jener Faktoren aus ai-**-aa abgeleitet ist, die erste Reihe 
bilden, u. f. f., d. h. es ist 

[<^«i H «if^aJC«?^»! H <X) K"^ai + • •<''^aj] 
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Beweis. Es ist (nach 65) das Produkt auf der linken 
Seite 

wo. jeder der Indices r, s, ••• w nach und nach jeden der 
Werthe 1 • • • • n annehmen foll. Sind von diefen Werlhen 
zwei oder mehrere einander gleich, fo enthält das Produkt 
[8,83 •••a^] gleiche Faktoren, ist alfo (nach 60) null. Lassen 
wir daher die Glieder, welche diefe Produkte enthalten, weg, 
fo bleiben nur die übrig, in denen die n Indices r, s,*'W in 
irgend welcher. Ordnung den Werthen 1 , 2, • • • n gleich find. 
Es ist alfo dann (nach 57) das Produkt [a,ag-«-a^] gleich 
(— l)''[aia2 • • • • aj, wenn u die Anzahl der Faktorenpaare 
ist, welche in dem Produkte [a^flg a"^] entgegengefetzt ge- 
ordnet find wie in [aia2«-**aj, d. h. die Anzahl derjenigen 
Paare von Indices, welche in dem Produkte aj*^ap>* • «a^^ 
unten entgegengefetzl geordnet find wie oben, fomit ist das 
gegebene Produkt 

= X(— l)"aji>af^ aS?^[aia2 a J, d. h. (nach 62) 

64. Erklärung. Unter multiplikativen Kombi- 
nationen aus einer Reihe von Grössen verstehe ich die 
Kombinationen ohne Wiederholung aus diefen Grössen, und 
zwar jede Kombination aufgefasst als kombinatorisches Pro- 
dukt, dessen einfache Faktoren die Elemente der Kombination 
find; fo z.B. find [ab], [ac], [bc] die multiplikativen Kom- 
binationen aus den Grössen a, b, c zur zweiten Klasse. 

63. Jedes kombinatorische Produkt von m einfachen 
Faktoren, welche aus n in keiner Zahlbeziehung zu einander 
stehenden Grössen ai- •• -8^ numerisch abgeleitet find, ist aus 
den multiplikativen Kombinationen diefer Grössen zur m-ten 
Klasse numerisch ableitbar, und zwar ist die zu irgend einer 
diefer Kombinationen gehörige Ableitungszahl die Determinante 
aus denjenigen m Ableitungszahlen jener m Faktoren, welche 
zu den m Elementen diefer Kombination gehören, d. h. 



LZ^aaaa^/?baj ]=Z^^^a,ß,' • -[8,83 ], 

wo r < s < • • • • . 
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Beweis, Es ist 

[^aaHaZißb ab • • • ] = ^(.(^aßh ' ' ' ^l^aH " '] [45]. 

Da (nach 60) [flaab--] null ist, fobald zwei der Fak- 
toren, alfo hier zwei der Indices a, 6, -'- gleich find, fo 
können wir die Bedingung hinzufügen, dass a, b,*** alle 
von einander verschieden feien. Nun feien a, b, •••, nach- 
dem fie steigend geordnet find, = r, §, t ••••, alfo r -< s 
^ t • • • •, und fei u die Anzahl der Grössenpaare, welche in 
der Reihe a, b, c, •-• entgegengefelzt geordnet find, wie 

inr, s, t, •••, fo ist [aaa^ ] = (— l)^[aras' * * ']? f^"™'* 

ist das gegebene Produkt 

Aber nach der Definition (60) ist ^( — iTdaß^-'-y wenn 
a, b, • • • in irgend einer Ordnung genommen, gleich r, s, • • • 

find, gleich der Determinante ^+ o^ß^ , alfo 



wo r <^ s < • • . 

66 ümkehrung von 61. Wenn ein kombinatorisches 
Produkt null ist, fo stehen feine einfachen Faktoren in einer 
Zahlbeziehung zu einander, d. h. wenn 

[3x32 • • • a J = 
ist, fo muss fich eine Gleichung 

«lai + (h^2 -\ a^am = 

aufstellen lassen, in welcher die Zahlen aj, «2? * * ' «m nicht 
alle zugleich null find. 

Beweis. Es fei das kombinatorische Produkt 
[«132 • • • a^,] = 0. 

Zu zeigen ist, dass a^, a2, • • • a^ in einer Zahlbeziehung 
stehen müssen. 

Angenommen, fie ständen in keiner Zahlbeziehung zu 
einander. Bilden dann Ci • • • • c^ das System der Einheiten, 
aus denen ai-'-a^ numerisch abgeleitet find, fo kann man 
(nach 20) zu den m Grössen ai • • • a^ noch n — m Grössen 
am-fi' • 'au annehmen, fo fich aus aj- • • -an die Einheiten Ci» • -e^ 
numerisch ableiten lassen. Führt man die Ausdrücke diefer 
Ableitungen in das kombinatorische Produkt [eie2 • • • e J ein, 
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und löst die Klammern auf, To erhält man (nach 63) eine 
Gleichung der Form 

[eiCa • • • e J = a[aia2 a^l, 

wo a eine Zahl ist Nun ist aber [^1^2' ' '^ml^'^y ^^f^ ^^^^ 
[aia2 • "amam+i* • • '»J == 0, alfo 

[Ciea • • • e J = a • = 0. 
Dies widerstreitet aber der Erklärung in 52, nach welcher 
[ciCa • • • e J von null verschieden ist. Alfo ist die Annahme, 
dass ai- • «a^ in keiner Zahlbeziehung zu einander stehen, un- 
möglich. Sie stehen alfo in einer Zahlbeziehung zu einander. 

67. Ein kombinatorisches Produkt ändert feinen Werth 
nicht, wenn man zu einem einfachen Faktur desfelben ein 
beliebiges Vielfaches eines andern einfachen Faktors desfelben 
Produktes addirt, d. h. 

"a, b 4- qa = Pa, b, 

wenn q eine Zahl ist und P ein kombinatorisches Produkt be- 
zeichnet. 

Beweis. Es ist 

Pa,b + qa = Pa,b + qPa,a [44] 

= Pa,b [60]. 

68. Die Tämmtlichen Sätze kombinatorischer Multipli- 
kation bleiben noch bestehen, wenn man statt der n ursprüng- 
lichen Einheiten, beliebige n aus ihnen abgeleitete Grössen, 
die in keiner Zahlbcziehung zu einander stehen, einführt. 

Beweis. Erstens gelten alle in der Definition des kom- 
binatorischen Produktes gegebenen Bestimmungen , auch wenn 
man statt des Systems der n ursprünglichen Einheiten n folche 
Grössen fetzt, wie fie der Lehrfatz bestimmt. Nämlich, es 
ist auch für diefen Fall (nach 53) 

[Abc] + [Acb] = 0, 
und das Produkt der fämmtlichen n Grössen ist von null ver- 
schieden, denn wäre es gleich null, fo müsste (nach 66) 
zwischen den n Faktoren eine Zahlbeziehung herrschen, gegen 
die Vorausfetzung. Diefe beiden Bestimmungen waren nun 
die einzigen in der Definition enthaltenen. Ferner gelten aber 
auch alle in den ersten beiden Kapileln entwickelten Gefetze 
für den Fall jener Substitution. Aus jener Definition und 
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(liefen Gefetzen waren aber die fämnitlichen Gefetze der kom- 
binatorischen Multiplikation abgeleitet. Alfo gelten diefe Ge- 
fetze auch nach jener Substitution. 

§. 2, Das kombinatorisclie Produkt als Grösse. 

Vorbemerkung. Wenn eine Verknüpfung von Grössen 
wieder als Eine Grösse erkannt werden foll, fo müssen die 
folgenden Fragen beantwortet werden : Wann find zwei folche 
Verknüpfungen einander gleich oder von einander verschieden? 
wann stehen fle in einer Zahlbeziehung zu einander, und in 
welcher? Für die Vollendung des Begriffs wird es dann noch 
wichtig fein, die fämmtlichen verschiedenen Grössenreihen ab- 
leiten zu können, deren jede, wenn fie der fraglichen Ver- 
knüpfung unterworfen wird, diefelbe Grösse liefert, wie die 
andern. Diefe Fragen feilen hier für das kombinatorische 
Produkt beantwortet werden , wobei wir den Begriff der mul- 
tiplikativen Kombinationen zu Grunde legen. 

69. Wenn die Grössen ai, a2,*'*an in keiner Zahlbe- 
ziehung zu einander stehen, fo stehen auch ihre multipiika- 
tiven Kombinationen zu einer beliebigen Klasse in keiner 
Zahlbeziehong zu einander, d. h. die Gleichung 

a) aA + /9BH =0, 

in welcher A, B, •••• die multiplikativen Kombinationen aus 
ai**-an zu irgend einer Klasse find, und a, j8, ••• Zahlen 
bedeuten, wird erfetzt durch die (Tleichungsgruppe 

b) a = 0, /» = 0, . 

Beweis. Es fei die Gleichung (a) ab geltend ange- 
nommen. Man multiplicire die ganze Gleichung kombinatorisch 
mit denjenigen unter den Grössen ai-'^a^, welche in dem 
Produkte A nicht vorkommen; es fei Ai diefe Faktorenreihe, 
fo dass alfo das kombinatorische Produkt [AAx] die Iftmmt- 
lichen Grössen a^* • • -a,^ als Faktoren enthält. Dann erhfilt man 
a[AAi] -f /5[BAi] H =0. 

Da nun A und B verschiedene Kombinationen find, fo 
muss B wenigstens einen Faktor enthalten, der nicht in A 
enthalten ist. Es -fei a, ein folcher; fo muss a^ in Ai ent- 
halten fein, da A^ von den Paktoren ai**'»^ ^I'^ diejenigen 

3* 
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enthält; die in A nicht vorkommen. Somit kommt a, fowohl 
in B als in A^ vor, folglich ist das kombinatorische Produkt 
[BAi] (nach 60) null. Aus demfelben Grunde auch CAi u. f. w. 
Somit reducirt fich die Gleichung auf 

a[A A J = 0. 
Alfo mus3 (nach 12, 6) entweder a oder [AA^] null fein. Da 
nun IAlAli\ ein kombinatorisches Produkt von n Grössen ai« • «da 
ist, dte in keiner Zahlbeziehung zu einander stehen, fo ist 
dasfelbe ungleich null (nach 66). Somit muss der andere 
Faktor, alfo a, null fein. Aus demfelben Grunde fuid /?,-•- 
null, d. h. zwischen den Kombinationen A, B, • • herrscht 
keine Zahlbeziebung. 

70. Zwei kombinalorische Produkte (A und B), die nicht 
null find, stehen dann und nur dann in einer Zahlbeziehung 
zu einander, wenn die aus ihren einfachen Faktoren abl.eH- 
baren Gebiete identisch find; d. h. 

a) A = B 

dann und nur dann, wenn die einfachen Faktoren von A 
dasfelbe Gebiet liefern wie dia von B; oder: 

b) [aiaa aj = [bib2 b J 

dann und nur dann, wenn fich jede aus ai - • an numerisch 
ableitbare Grösse auch aus b^ • • • b^ ableiten Idist, alfo wenn stets 

c) xiai + X2a2 H x„an=yibi + yjba H y«b 

gefetzt werden kann, welche Werthe auch entweder Xx* • • -x 
oder Yr • • • Ym haben mögen. 

Beweis 1. Angenommen zuerst, das Gebiet a^* * - -a^ fei 

identist^h dem Gebiete bi b^,, fo find die Grössen a^- • • -a^ 

aus bi*-*b,n numerisch ableitbar. Dann ist (nach 63) 

[»182 flm] = a[M2 K]j 

WO a eine Zahl ist(näm1ich die dort beschriebcme Determinante). 
Diefe Gleichung drückt aus, dass die beiden kombinatorischen 
Produkte in Zahlbeziehung stehen und da auch keins von beiden 
null ist, fo gilt (nach 2) die Kongruenz: 

[aia2--aj = [bib2---bj. 
2. Umgekehrt fei angenommen, diefe Kongruenz gelte, 
alfo die* beiden kombinatorischen Produkte stehen in einer 
Zahlbeziehung zu einander ohne null zu fein, und fei 

[aiaa • • • a^] = a[bib2 b^]. 



m 
m9 
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Man füge mt beiden Seiten den kombinatorischen Faktor 
bi hinzu, fo erhält sian 

[8182 Bn^bi] = a[bib2 • • • -b^bi]. 

Aber {bibj- • * 'b„^bi] ist, da es zwei gleiche Faktoren (bi) 
enthält, (nach 60) null; alfo ist auch 
[8182 • • • • a^bj = 0. 

Folglich stehen (nach 66) die einfachen Faktoren diefes 
Produktes, d. h. 81, a2 9***anj, b^ in einer Zahlbeziehung zu 
einandisr. Alfo muss fich (nach 16) eine Gleichung der Form 

«181 + 0382 4- * • t . On^a^ 4- ßthi = 
aufstellen lassen, in welcher die Zahlen (h^ ^9 '*' ^9 ßi 
nicht aUe zugleich null find. In diefer Gleichung kann auch 
ßi nicht null fein, weil fönst zwischen den Grössen ai, 82, • - • 
Sm (nach 16) eine Zahlbeziehung herrschen, alfo das kombi- 
natorische Produkt [8182 a^] (nach 61) null fein müsste, 

was der Vorausfetzung widerstreitet. Wenn nun »aber ßi un- 
gleich null ist, fü kann man die obige Gleichung durch ßi 
dividiren, und erhält 

Pl P2 Pm 

d.h. b^ ist aus 81* •••8^ numerisch ableitbar. Aus demfelben 
Grunde flnd auch bj , bs , • • • bjQ aus a^ • • • • a^^ numerisch ab- 
leitbar. Nun stehen aber auch bi, • • • • b„^ in keiner Zahlbe- 
ziehung zu einander, weil fönst das kombinatorische Produkt 
[bibs^-bg^] (nach 61) null fein müsste, was der Vorausfetzung 
widerstreitet; alfo find m Grössen bi***bm, welche in keiner 
Zahlbeziehung zu ehiander stehen, aus m Grössen 81 • • • a^Q 
numerisch ableitbar, folglich ist (nach 21) das aus der ersten 
Grössenreihe ableitbare Gebiet dem aus der zweiten ableit- 
baren identisch. 

Anm. Da zwei gleiche Grössen immer in einer Zahlbeziehung 
zu einander stehen , fo folgt aus dem torhergehenden Satze unmittel- 
bar, dass zwei gleiche kombinatorische Produkt^ immer ein und das- 
felbe Gebiet haben, dem feine einfachen Faktoren angehören, und 
dass daher ausser die fem Gebiete nur nocli der durch eine Zahl dar- 
stellbare metrische Werth gegeben zu fein braucht, damit der ganze 
Werth des kombinatorischen Produktes genau bestimmt fei. Ist näm- 
lich daBB in dem Gebiete irgend .ein kombinatorisches Produkt ge- 
geben, aus deaaen einfachen Faktoren dasfelbe ableitbar ist, fo wird 
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jedes andere kombinatorische Produkt, aus dessen einfachen Faktoren 
dasfelbe Gebiet ableitbar ist, durch eine einfache Zahl bestimmt fein, 
welche das Yerhältniss diefes Produktes zu jenem darstellt. 

71; Erklärung. Wenn man aus einer Reihe von 
Grössen eine zweite Reibe dadurch ableitet, dass man zu 
irgend einer Grösse der Reihe ein Vielfaches der benachbarten 
Grösse der Reihe addirt, während man alle übrigen Grossen 
der Reihe ungeändert Ifisst, fo Tage ich, es fei die erste Reihe 
in die zweite durch eine einfache lineale Aenderung 
umgewandelt; leitet man aus diefer zweiten Reihe wieder 
durch einfache lineale Aenderung eine dritte ab, u. f. f., fo 
Tage ich, es fei die erste Reihe in die letzte durch mehr- 
fache lineale Aenderung umgewandelt. In beiden Fällen 
alfo fage ich , es fei die erste Reihe in die letzte durch lineale 
Aenderung umgewandelt. 

Wenn alfo p und q irgend zwei aufeinander folgende 
Grössen der Reihe find, fo lässt fleh durch einfache lineale 
Aenderung umwandeln die Reihe 

• • • «p, q, • • ' • in p + aq, q*« • • 

oder in P> Q + ^Pr ' '> 

wo a eine beliebige Zahl ist. 

Anm. Die Wahl des Ausdrucks bezieht Hch auf den Gegenfatz 
zu einer weiter unten zu behandelnden Aenderung^ welche ich circu- 
läre Aenderung nenne. Beide Ausdrücke gehen auf die Geometrie 
zurück und zwar auf die beiden Fundamentalgebilde der Geometrie, 
die gerade Linie nnd den Kreis, oder vielmehr auf das Lineal und 
den Zirkel, indem, wie ich später zeigen werde, die lineale Aenderung 
in der Geometrie Ikli einfach mittelst des Lineals , die circuläre mittelst 
des Zirkels bewerkstelligen lässt. 

72. Bei der Linealen Aenderung einer Grössenreihe 
bleibt das kombinatorische Produkt diefer Grössenreihe un- 
geändert. 

Beweis. Nach 67 ändert ein kombinatorisches Produkt 
feinen Werth nicht, wenn man zu einem Faktor ein beliebiges 
Vielfaches eines andern Faktors desfelben addirt, alfo ändert 
es feinen "YVerth nicht bei einfacher linealer Aenderung feiner 
Faktoren, alfo auch nicht bei mehrfacher. 

73. Man kann durch lineale Aenderung zwei beliebige 
Grössen einör Reihe beliebig im umgekehrten Yerhältniss 
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ändern; d. h. es Iftsst Ticb durch lineale Aenderung umwan- 
deln die Reihe 

■ 

q 
.... p .... q •«• . in . . . . ctp • • • • — • • • • . 

Beweis. Erstens Tefcrt p und q zwei aufeinander foN 
gendc Grössen der Reihe, To Iftsst fich (nach 71) durch lineale 
Aenderung nach und nach verwandein : 

p, q in p, q + (a — l)p, dies wieder in p + q + 
(et— l)p, q + (a— l)p, d.h.inap + q, q + (a— l)p; 

dies in ap + q, q + (a — i)p (ap + q), d. h. 

in ap + q, — , und dies endlich in ap + q — q, — , 

d. h. in ap, — . 

Zweitens: Sind p und q durch die Grössen Pi^ P29 * * ' Pn 

getrennt, fo verwandelt fich durch lineale Aenderung, indem 

man die im ersten Theil als zulässig erwiefene Umwandlung 

anwendet, 

Pi 
Pj Pi) P2, • • • Pnj q in ap, — , P2 Pa, q, 

dies in ap, p,, pa : a, pa p„, q,. 

und, indem man fo fortführt, fo erhält man zuletzt 

«Pj Pij Pa^-'Pnj — » d. h. 

p . . • . q . . • geht über in • • • ap • • • • — - . . • . 

74. Aus einer beliebigen Grössenreihe kann man durch 
lineale Aenderung jede andere Reihenfolge derfelben Grössen 
ableiten, vorausgefetzt, dass man für den Fall, dass das kom- 
binatorische Produkt der abgeleiteten Grössenreihe dem der 
ursprünglichen entgegengefetzt ist, das Vorzeichen von einer 
der Grössen der neuen Reihe ändert; d. h. wenn a', b^, c',- * * 
diefeiben Grössen Tmd wie a, b, c, • • •, nur in anderer Reihen* 
folge, fo lässt Tich durch lineale Aenderung umwandeln: 

a, b, c, ' •• • in a^ b', c', • * * 

wenn [abc • • • ] = [a'b'c' • • • ] 
ist, hingegen 
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a, b, c, • • • • in — a', b/, c', • • • 
wenn [abc- •••]== — [a'bV- • • •] 
ist. 

Beweis 1. Wenn p und q zwei beliebige Grössen jener 
Reihe Tind, To verwandeln fleh durch lineaie Aenderung, in- 
dem man n&mlich abwechfelnd zum ersten und zweiten Faktor 
beziehlich den zweiten und ersten addirt und fubtrahirt, Schritt 
für Schritt 

p, q in p + q, q, dies in p + q, q -~ (p + q), 
d. h. in p -f- q, — p, dies in q, — p. 

2. Man kann alfo durch lineaie Aenderung zwei auf- 
einander folgende Grössen der Reihe in die umgekehrte 
Ordnung bringen , wenn man nur das Vorzeichen der einen 
ändert. Somit kann man auch durch lineaie Aenderung jede 
Grösse der Reihe auf jede Stelle bringen, bei gehöriger Zeichen- 
l^nderung. Es feien nun a^, b^ c', • • • • diefelben Grössen wie 
a, b, c, ••• aber in anderer Reibenfolge, fo wird man die 
Reihe a, b, c, ••• durch lineaie Aenderung. in eine Reibe 
umwandeln können, deren Grössen der Reihe nach mit a^ b', 
c^ • • • entweder gleich oder ihnen entgegengefetzt And. Nun 
kann man (nach 73) durch lineaie Aenderung zwei beliebige 
Grössen p, q einer Reihe im umgekehrten Verhältniss ändern, 
d. h. fo ändern, dass, wenn die eine Grösse p in ap fiber- 
geht, dann die andere q in — übergehe; alfo kann man 

namentlich die zuletzt gefundene Reihe fo ändern, dass jede 
beliebige Grösse p derrelben, welche einer der Grössen a, b, 
c, ••• entgegengefetzt ist, in (— i)p, d. h. in — p, über- 
geht, während die erste Grösse jenör Reihe, nämlich ^ a' m 

+ — iv ^' •*• *^ i ä' übergeht. Wendet man diefe Aenderung 

nach und nach auf jede Grösse jener Reihe an, welche einer 
der Grössen a, b, c, • • • entgegengefetzt ist, nur nicht auf 
die erste Grösse 4^ a' jener Reihe, fo erhält man zuletzt ent- 
weder die* Reihe 

a', b', c', • . . • . oder — a', b', c' • • •••, 
wo noch das Vorzeichen von a' zu bestimmen ist. Da nun 
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gegangen ist, To mus9 (nach 72) im er^en Falle 

[abc ] = [aVc'.--], 

im zweiten 

fabc ] = [— a'bV ] = — [a'bV ] 

Tein. 

7S. Wenn man zu irgend einer Grösse (p) einer Grössen- 
reihe ein Vielfaches einer andern Grösse (q) jener Reihe addirt, 
alfo statt p fetzt f + aq^ während man alie öbrigen Grössen 
jener Reihe unverändert lässt, fo lässt fich die fo hervor- 
gehende Reihe aus der ursprünglichen durch lineale Aenderung 
ableiten, d. h. es lässt fich durch lincale Aenderung umwandeln 
p, j q* in p -f- aq, • • • • • q, oder auch 

in p,. , q + «P- 

Beweis. Wenn in der gegebenen Reihe zwischen p und 
q keine Grösse steht, fo folgt das zu erweifende unmittelbar 
aus der Definition [71]. Stehen zwischen p und q die Grössen 

Pi9 P29 * * * ' Pii9 fo 1^^ (nach 73) durch lineale Aenderung um- 
zuwandeln 

Pj Pi> Paj-Pn, q in p, q, pi, pa Tp^; und dies 

(nach 71) 
in p + aq, q, pi, pa,- • • + Pn; dies 

wieder (nach 74) 

inp + aq,pi,p2, Pn^ + q, 

wo das Vorzeichen von q noch zu bestimmen ist. Da die 
letzte Reihe aus. der ersten durch lineale Aenderung hervor- 
gegangen ist, fo ist das kombinatorische Produkt der ersten 
Reihe (nach 72) dem der letzten gleich-; alfo # 

[PP1P2 Pnq] = [(p + aq)PiP2 • • • • PntT q)] 

= + [(P + aq)piPa----Puq]. 
Aber es ist (nach 65) 

[PP1P2 • • -Pnq] == + [(P + aq)PiP2 • ' -Pnq], 
d. h. es gilt in der vorigen Formel das '-fZeichen, alfo 

haben wir statt 4^ q, zu fetzen q, d. h. die gewonnene Reihe 

ist p + aq, pi, P2, • •• Pn, q. Es verwandelt fich alfo durch 

lineale Aenderung 

P q in p-r aq, q. 
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und aur diefelbe Weife folgt, dass Hch auch durch lineale 
Aenderung umwandeln Ifisst 

P q in p, q + ap. 

76. Wenn zwei von null verschiedene kombinatorische 
Produkte einander gleich find, fo lassen fich die einfachen 
Faktoren des einen aus denen des andern durch lineale Aen- 
derung ableiten, d. h. wenn 

(a) [abc ] = [ABC....]^0 

ist, fo lässt fiich durch lineale Aenderung die Grössenreihe 

(b) a, b, c, • • • • in A, B, C, • • • • 
umwandeln [Umkehrung. von 72]. 

Beweis. Da die von null verschiedenen kombinatorischen 
Produkte [abc---] und [ABC-««] einander gleich find, und 
fie alfo in einer Zahlbeziehung zu einander stehen, fo müssen 
(nach 70) die aus ihren einfachen Faktoren abteitbaren Ge- 
biete identisch fein; d. h. die aus der Grössenreihe a, b, c,« • • 
numerisch ableitbaren Grössen müssen auch aus A, B,C,*t* 
nun)erisch ableitbar fein und umgekehrt. Alfo müssen nament- 
lich A, B, 6, • • • felbst, aus a, b, c, * • • numerisch ableitbar 
fein. In den Ausdrücken diefer Ableitung darf nicht der 
Koefiicient von irgend einer der Grössen a, b, c, ••*, z. B. 
der von a, in allen, gleichzeitig null fein; denn fönst wären 
die Grössen A, B, C, • • •, deren Anzahl n fei, aus den n — 1 
Grössen b, c, ••• ableitbar; alfo würde (nach 22) eine Zahl- 
beziehung zwischen ihnen herrschen, ihr Produkt alf» (nach 
61) null fein, gegen die Annahme. Es fei a' eine der Grössen 
A, B, C, ••• und zwar eine folche, in deren Ableilungs- 
ausdruck Her Koefiicient von a nicht null fei, und fei 

a' = aia + /?ib + , 

wo alfo Oi^O ist; fo lässt fich durch lineale Aenderung nach 

und nach umwandeln 

1 
a, b, c, . . ., 1 in «la, b, c, , — [72], 

1 
dies in («la + ftb + ••••)? b, c, •• • — [74], 



d. h. in a', b, c. 



• . • . 
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Nun muss aber (nach 19) das aus a^ b, c, ableit- 
bare Gebiet ideutisch fein dem aus a, b, c, ••• ableiUiaren, 
airo müssen namentlich die Grössen A , B , G • • ; • aus a', b, 
c, •• • ableitbar fein. Nun ist es wieder, aus demfelben 
Grunde wie vorher, unmöglich, dass der Koef&cient von b in 
allen Ausdrücken diefer Ableitung zugleich null Tei. Es fei 
b^ eine der Grössen A, B, C, ••• und zwar eine folche, in 
der jener Koefficient nicht null ist, und fei 

b' = Oja' + /?2b + Y2<^+""j 
fo lässt (ich durch lineale Aenderung, auf diefelbe Weife wie 

vorher, a', b, c, — umwandeln 

in a', b', c — x-. 

Ebenfo fei c' = Oga' + ß^b' + /aC -f rfgd + • • •, wo Ys 
ungleich null ist, fo lässt fich wieder durch. lineale Aenderung 

a', b', c, • • • — "ö" umwandeln 

«1P2 

'""''"'''''' '^' ^- 

Auf diefe Weife fahre man fort bis zur vorletzten Grösse. 
Diefe fei k, fo erhält man zuletzt die Grössenreihe 

a', b', C, ...., k', — ^ . 

Da nun diefe Grössenreihe aus der ursprünglichen a, b, 
c, - • • hervorgegangen ist; fo muss (nach 72) ihr kombina- 
torisches Produkt gleich dem jener Grössenreihe fein; alfo 

fa'bV k'— 5 — 5 1 = [abc kl]. 

L «11^2/3 •••«n-lJ 

Ferner find die n — 1 Grössen a', b', c', k' aus der 

Reihe der n Grx)ssen A, B, C, K, L entnommen, und da 

a', b', c', • • • k' alle von einander verschieden fein müssen, 
weil fönst (nach 61) das kombinatorische Produkt derfelben 
null wäre, was vermöge der fo eben entwickelten Gleichung 
mit der Vorausfetzung streitet, fo kann von den Grössen A, 
B, C, •••K, L nur noch eine übrig fein, welche nicht unter 

den Grössen a', b', c' k' enthalten ist. Dies fei 1' und 

4 
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fei l = a^fk' + ßn^' +' - + 9^k' + X^l% fo verwwMt fleh die 
zuletat gewonnene Reihe durch lineale Aenderung in 

a', b', c'....kV ^^^^~ . 

Die Grössenreihe a', b', c', k', 1' enlbfitt aber die- 

Telben Grössen, wie die Reihe A, B, C,* • »K, L, nur in anderer 

Ordnung; alfo ist (nach 74) a', b', c', k', T durch iineale 

Aenderung umzuwandeln in A, B, G,-«*K, + Ly alfo auch « 

ft' b' p' . . . k' ^ 

in A, B, C,-..., K,+ ^^ 



indem es (nach 73) gleichgültig ist, zu welcher Grösse man 

den Zahlfaktor -~— ° — hinzufügt. Es fei diefer Zahlfaktor 

«1/^2 •••^n-i ® 

= £,^fo ist alfo durch lineale Aenderung aus a, b, c,* • • -k, I 
schliesslich hervorgegangen A, B, 1,* • K, eh. Alfo ist (nach 72) 

[abc- . . .kl] = [ABC KcL] =fi[ABC. • -KL]. 

Es ist aber auch nach der Hypothefis 

[abc.... kl] = [ABG.... KL]. 
Alfo auch 

f[ABC. . . -KL] = [ABC. . KL], 
d. h. £ = 1, alfo ist eh == L, und fomit hat fich durch lineale 
Aenderung umgewandelt die Reihe: 

a, b, c, k, 1 in A, B, C,« • -K, L, • 

eine Umwandlung, deren -Möglichkeit zu er weifen war. 

77. Erklärung. Die multiplikativen Kombinationen 
der ursprünglichen Einheiten zur m-ten Klasse, nenne ich 
Einheiten m-ter Stufe, eine aus diefen Einheiten numerisch 
abgeleitete Grösse, eine Grösse m-ter Stufe, und zwar eine 
einfache, wenn fie lieh als kombinatorisches Produkt von 
m Grössen erster. Stufe darstellen lässt, eine zufam men- 
ge fetzte, wenn ^iles nicht möglich ist. Das aus den ein- 
fachen Faktoren einer einfachen Grösse ableitbar^ Gebiet, 
nenne ich das diefer Grösse zugehörige Gebiet, kurz 
das Gebiet diefer Grösse. Ich nenne endlich eine einfache 
Grösse A einer andern übergeordnet, untergeordnet. 
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oder mit ihr incident, je nachdem dies von den Gebieten 
diefer Grössen gilt (vergl. No. 15). 

77b. Zufatz. Bin kombinatorisches Produkt aus m 
Grössen erster Stafe ist eine einfache Grösse hi-ter Stufe, 
und ist aus den Einheiten m-ter Stufe numerisch ableitbar. 

Anm. Als Beispiel einer zurammeDgeretzten Grösse führe ich hier 
die Summe (ab) -j- (cd) an , wenn a, b, c, d vier in keiner Zahlbeziehung 
zu einander stehende Grössen find. Sollte n&mlich (ab) -(~ (^'d) eine 
einfache Grösse, etwa == (pq) fein , fo müsste [(ab 4* <^d) (ab -f- <^d)] 
= [p4P<ll =^ f^in (nach 60) \ aber [(ab -{- cd) (ab + cd)] = (abcd) -f- 
(cdab), da [ab ab] und [cd cd] null find. Aber (nach 58) ist (abcd) 
— (cdab). Alfo [(ab 4* cd) (ab 4* cd)] =2(abcd). Somit mlisste, wenn 
(ab) -f- (cd) eine einfache Grösse wäre , (abcd) = fein , alfo (nach 66) 
8, b, c, d in einer Zahlbeziehung stehen, was der Vorauafetzang 
widerstreitet. 

§. 3. Aeussere Multiplikation von Orissen höherer Stufen. 

78. Erklärung. Zwei Einheiten höherer Stufe äusser- 
lich multipliciren, heisst die einfachen Faktoren derfelben, 
ohne ihre Reihenfolge zu verändern , kombinatorisch muUipli- 
ciren, d. h. 

[(eiOa . . • c„j) (e^+i • • - . ej] = [OiOa • • • • e J. 

Anm. Den Namen der äusseren Multiplikation habe ich gewählt, 
um zu bezeichnen, dass das Produkt nur dann geltenden Werth hat, 
wenn der eine Faktor ganz ausserhalb des Gebietes der andern Hegt. 
Es steht der äusseren Multiplikation die innere (f. Kap. 4) gegenüber. 

79. Statt eine einfadie Grösse A mit einer andern B 
äusserlich zu multipliciren, kann man nach der Reihe die ein- 
fachen Faktoren der ersten mit denen der zweiten kombina- 
torisch multipliciren , d. h. 

[(ab • • • • ) (c • d • ' • • )1 = [ft ' '^ • • ' ® ■ ^ * * • ' ]• 
Beweis. Es feien ei • • On die ursprünglichen Einheiten, 

und' fei 

a = ^a«e«, b^^ßf^et, = ^/(61, d = ^*beb,-- 

fo ist 
[(ab--0(cd'- Ol 

= [C^o^a2^ßbGt KX^Xcec^d^ )] 

= [^ÖL^ßV^'i^a^b • • •l^-yc'b • • • [ecCfe • • •]] [45] 
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= 2^(^aßi> Yt^t ' ' -[(eaet • • .)(eceb---)] [42] 

= 2^aaßfi • • -/c^c • • • [caeb • • • ecCb • • •] [78] 

= [XaaCflXi^bet • • -^ycecX^^JbCb • • •] [45] 

= [ab» • • »cd- • ]. 

79b. Zufatz. Wenn eine einfache Grösse A, welche 
nicht null ist, einer andern B, welche gleichfalls nicht null 
ist, untergeordnet ist, fo lässt ßch die letztere als äusseres 
Produkt darstellen, dessen einer Faktor A und dessen anderer 
Faktor eine einfache Grösse C ist, alfo in der Foim 
B = [AC]. • 

Beweis. Nach 77 ist A dem B untergeordnet, wenn 
das Gebiet von A dem von B untergeordnet ist, d. h. (nach 
15) wenn jede Grösse des ersten Gebietes zugleich Grösse 
des zweiten ist. Es fei A == [aia2 • • 'a^], wo ai« • -am Grössen 
erster Stufe find , fo stehen diefe , da A ungleich null fein foll, 
in keiner Zahlbeziehung zu einander (61). Ferner fei B = 
[bi*«*bj. Da nun die Grössen af^-a^j dem Gebiete B an- 
gehören foUen, fo müssen fie aus b^* • «b^ numerisch ableitbar 
fein. Dann aber kann man (nach 20) zu den Grössen ai • • • • a^ 
noch (n — m) Grössen a^+i-'-an von der Art hinzufügen, 

dass die Gebiete a^ a^ und bi* • -b,^ identisch find. Ist aber 

dies der Fall, fo müssen (nach 70) die Produkte [ai'---aj 
und [bi • • • b J in einer Zahlbeziehung zu einander stehen. 
Es fei 

[bj bj =4«! aj = «[(»1 *'m-am-fi* * '^n\ 

= [(8l •••»«)• («»m+l • • • »n)] [79]. 

Alfo wenn noch 

«[am+i an] = C 

gefetzt wird, fo wird 

B = [AC]. 

80. Die Klammerfetzung in einem äusseren Produkt ist 

gleichgültig für das Refultat, d. h. 

[A(BC)] = [ABC]. 

Beweis 1. Es feien A, B, C einfache Grössen, A = 

[ai'"»aq], Bt=[bi-"bJ, C = [Ci--«cJ, fo ist 

[A(BC)] = [%... .aq((bi. • .bj(ci. . . .cj)] 

= [ai- • •aq(bi. . .b^Ci- • -cj] [79] 
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= [»r • ' «qbi • • • b,Ci • • • cj [79] 

= Kar • •aq)(bi. . .b,)(ci. • -c.)] [79] 
= [ABC]. 

2. Es Toien A, B, C Summen einfacher Grössen, A = 

Zä7, b=Xb;; c=^c;; ro ist 

[A(BC)] = 1 Xä;(Zb ;Zc7)1= Z AgCBtCc) [45] 
= ^AaßiCc . [Beweis 1] 



.«,^Dt,^Ce] [45] 

= [ABC]. 

81. Wenn ai'--a,B> bi-'-b^ Grössen erster Stufe find, 
welche in keiner Zahlbeziehung zu einander stehen, und A 
aus ai • • * a^ durch Addition und Multiplikation hervorgegangen 
ist und B aus b^-^-bn, und 

[AB] = 
ist, fo muss entweder A=:0 oder B = fein. 

Beweis. Es fei A von a-ter Stufe, B von /S-ter Stufe, 
und feien Aj, A2, • • • • die multiplikativen Kombinationen aus 
ai-'-Ba, zur a-ten Klasse, Bi, Bj, • • • die zur /S-ten Klasse 
aus bx**ba, fo find (nach 77) A und B darstellbar in den 
Formen 



A=2^aaA«, B = ZftBj, 
alfo ist 

[AB]=Zatt/?b[AaB6]. 
Hier find die [AaB»] als multiplikative Kombinationen von 
ai* "flin? bi* • -b^ zu betrachten. Sie stehen alfo (nach 69) in 
keiner Zahlbeziehung zu einander. Alfo ist (nach 34) 

für jedes r und s; alfo wenn B^O ist, d. h. irgend eine der 
Grössen ß^ ungleich null ist, fo folgt, ar=:0 fär jedes r, 
d. h. A = 0. 

83. Wenn eine Summe S einfacher Grössen mit einer 
von null verschiedenen Grösse erster Stufe a äusserliqh mal- 
tiplicirt null giebt, fo Iftsst fich die erstere (S) als Süsseres 
Produkt darsteilen, in weichem a ein Faktor ist, d. h. in 
der Form 

S =3 [aP] , wenn [aS] = 0, 
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Beweis. Es Tei S eine Summe von Grössen m-ter Stufe, 
und feien ei, e2, • • • e,^ die ursprünglichen Einheiten, To kann 
man (nach 20) zu a stets noch (n — 1) andere Grössen b, 

9 

Cj ' " der Art hinzufügen , dass fleh die Grössen ei • • • • e^ 
aus a, b, c, ••• numerisch ableiten lassen. Dann Usst fleh 
auqh jeder einfache Eaktor in jeder der Grössen m-ter Stufe, 
4eren Summe S ist, aus a, b, c,*;*- numerisch ableiten. 
Alfo Msst fleh jede diefer Grössen, und alfo auch ihre Summe 
S, aus den multiplikativen Kombinationen zur m-ten Klasse aus 
a, b, c, • • • ableiten. Es feieif nun [aBj], [aB2], • • • diejenigen 
unter diefen Kombinationen, welche a enthalten, und Ci, Cj, • • • 
diejenigen unter ihnen, welche a nicht enthalten, und fei 

S = ft[aBJ + iSaCaBj] + . . . + yiCi + y2C2 +• • •. 
Da nun nach der Annahme [aS] = fein foli, fo hat man 

= [aS] = XiLaCi] + y^EaC^] + • • • , 
da [aaBJ, [aaB2], • • • null fmd. Da nun a nicht in Ci, Cj , • • - 
enthaHen ist, fo flnd [aCJ, [aC2],*'- multiplikative Kombina- 
tionen, stehen alfo in keiner Zahlbeziehung zu einander. Somit 
folgt aus der obigen Gleichung, 0^=yi[aCi] +Y2[^^2\ +••> 
dass Yi9 Y29 '" alle null find (nach 16). Folglich ist 

S = ft[aBJ+/J2[aB2]+-.- 
= [a(ftBi + ftB, +••)] = [aP], wenn 

gefetzt wird. 

83. Wenn eine Summe S einfacher Grössen mit jeder 
von m, in keiner Zahlbeziehung zu einander stehenden Grössen 
erster Stufe ai,***aQ^ üusserlich multiplicirt null giebt, fo 
lässt fleh S als äusseres Produkt darstellen, in welchem ai* • •a^Q 
Faktoren find, d. h. in der Form 
S = [8182 • • ' an^Sn^] , 
wenn = [aiS] = [828] = • • • = [aaSJ. 

Beweis. Es feien Of-On die ursprünglichen Einheiten, 
fo lassen (ich (nach 20) zu ai- • -a^ noch n — m andere Grössen 
am-fi* * *an der Art hinzufügen, dass fleh Oi* • «0^ aus ait* • • ^a^ 
numerisch ableiten lassen. Demnach lassen fleh auch alle in 

S vorkommenden Grössen erster Stufe aus ai a^ numerisch 

ableiten. Nun ist angenommen [aiS]=0, folglich lasst floh 
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(naok 82) 8 in der Form S =s [a^S J dar^teBen. Wm ist Si 
wieder eine Summe anfacher Qrössen. Stellt man die ein- 
fachen Faktoren diefer Grössen als Yielfachenfumme von 
ai**'*aa dtf*, fo kann man, ohne den Werth der Produkte 
zu Sndern, (nach 67) in allen diefen Vielfachenfummen das 
Glied, was ai enthält, weghissen. Nachdem dies geschehen^ 
habe fich Si in Pi verwandelt, fo ist 
S = [aiSi]==[aaPJ, 

wo Pi nur aus den Grössen a2 a^ hervorgegangen ist (kein 

ai enthält). Nun ist femer [a2S]=^0, d.h. 

= [a2aiPi], oder (nach 55) [aiaaPJsrsO. 

Da nun a2Pi nur aus den Grössen a2 • • • • 8^ erzeugt ist, 
fo muss (nach 81) entweder ai oder La2Pi] null fein« Das 
erste ist gegen die Annahme, alfo a2Pt = 0. Somit muss Pi 
in der Form [8282] darstellbar fein; hier kann wieder in S2 
die Grösse 82 fortgeschafft werden , ohne den Werth des Pro- 
duktes 8282 zu ändern; es fei Pi = [a2S2] = [82P2]» wo P2 
nur noch ans a8-***an erzeugt ist (ohne Si und 82), fe ist 
S = [aia2P2]. Dann ist [338]== 0, alfo [83aia2P2] = 0, oder 
[aia2a3p2] = 0. 

Da nun [a3P2] nur aus 83* •••an erzeugt flnd, fo muss 
(nach 81) entweder [8182] null Tein, oder [83P2]. Ersteres 
ist nicht möglich, weil fönst (nach 61) zwischen 81 und 82 
eine Zahlbeziehung herrschen würde, gegen die Vorausfetzung. 
Es muss alfo [83P2]=0, alfo P2 in der Form darstellbar P2 
= [asPsl 9 wo wieder P3 nur aus 84 • • • a» erzeugbar ist u. f. f., 
bis endlich 

8 = [8182* • 'anjSnJ 
wird. 

841. Wenn eine Summe S von Grössen m4er Stufe mit 
jeder von m Grössen erster Stufe 8i**-*8m, die in keiner 
Zahlbe^iehung zu einander stehen, äusserlich multiplicirt null 
giebt, fo ist S dem äusseren Produkte diefer m Grössen kon- 
gruent, d. h. wenn 

== [a^S] =. • .= [a„S] , fo ist S = [ai • • • 'a^,]. 

Beweis. Dann ist (nach 83) S in der Form [si • • • ^^S»] 
darstellbar, hier muss, da S ein Ausdruck m-ter Stufe ist, 
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Sm von nullter Stufe, aifo eine Zahl* fein und dann können 
wir (nach 2) statt S = [a| • » • amSml schreiben 
S^[ai***an1. 

89. Wenn es m + 1 Grössen af • • -am^i giebt, deren 
jede mit einer Summe S von Grössen m-ter Stufe äusserlich 
multiplicirt null giebt, fo ist entweder S = oder [df • -am+i] 
= 0. 

Beweis. Gefetzt, es fei [ai**«am+i] nicht null, alfo 
auch [ai • • • am] nicht null , alfo ai • • • • a^ in keiner Zahlbe- 
ziehung zu einander stehend, fo ist, da auch [aiS] = [a2S]- • • 
= [8^8] =0 ist, (nach 84) S = a[ai- • 'am]. Nun foll aber 
auch [a^j+iS] = 0, alfo a[ai • • -am+t] = 0, alfo, da [ai • -b^+i] 
nach der Annahme von null verschieden ist, fo muss a = 0, 
alfo auch S=a[ai • • •ani]=0, d. h. es ist entwender [at • • *^m^\] 
oder S null. 

§• 4. Ergänzung der Grössen in Bezug auf ein Hauptgebiet. 

86. Erklärung. Hauptgebiet nenne ich das Gebiet 
der ursprünglichen Einheiten, aus welchen alle der Betrach- 
tung unterworfenen Grössen hervorgegangen find. 

87. Zwei einfache Grössen A und B lassen fich , wenn 
die Summe ihrer Stufenzahlen die des Hauptgebietes um y 
übertrifft, in der Form darstellen 

A = [CAi], B = [CBi], 
wenn C eine einfache Grösse von /-ter Stufe ist. 

Beweis. Es fei a die Stufenzahl von A, j? die von 
B, n die des Hauptgebietes, alfo 
a + ß==n+Y. 
Dann haben (nach 26) die Gebiete A und B mindestens 
ein Gebiet (a + /* — n)-ter, alfo y-ter Stufe gemein. Es fei 
C eine Grösse y-ter Stufe diefes Gebietes, fo ist C fowohl 
der Grösse A, al^ der Grösse B untergeordnet, alfo (nach 
79b) A in der Form [CAJ und B in der Form [CBi] dar- 
stellbar. 

' 88. Einfache Grössen (n — l)-ter Stufe in einem Haupt- 
gebi^te n-ter Stufe geben zur Summe wieder eine einfache 
Grösse (n— l)-ter Stufe. 
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B e weis. Es feien A und B die beidea Grössen (n — l>ter 
Stufe, welche im einem Haupigebiete n-ter Stufe liegen; fo 
mflssea lie, da die Summe (2n — V) ihrer StufenzaUen die 
des Hauptgebietes um n — 2 flbertrifift, (nach 87) in der Form 

A = [Ca], B = [Cb] 
darstellbar fein , wo C eine Reihe von n -~ 2 einfachen Fak- 
toren erster Stufe darstellt, a und b aber Faktoren erster 
Stufe Tind, alfo 

A + B = [Ca] + [Cb] = [C(a + b)] [44]. 

Hier ist a + b , als Summe zweier Grössen erster Stufe, 
wieder eine Grösse erster Stufe, alfo ist A + B als kombi- 
natorisches Produkt von n — 1 Grössen erster StuCe darstell- 
bar, alfo reibst eine Grösse (n — l)-tar Stufe. 

Anm. Hat man in einem Haupigebiete n-ter Slufe zwei Grössen 
A und B, deren Stufenzahlen grösser als 1 und kleiner als n — 1 find, 
to glebt ihre Summe im Allgemeinen nicht mehr eine einfache Grösse. 
So z. 6« lässt fich, wenn a, b, c, d vier in keiner ZahlbeziehuDg zu 
einander stehende Grössen erster Stufe find , die Summe S =r ab -j- cd 
nicht mehr in Form eines kombinatorischen Produktes von Faktoren 
erster Stufe darstellen. In der That mässte dann (nach 60) 

[SS]=0 
fein, alfo 

= [S S] = [(ab + cd) (ab + cd)] = [abcd] + [cdab] , 
da [abab] und [cdcd] (nach 60) null find. Aber da (nach 58) [cdab] 
= [abcd] ist, fo hätte man dann 

= 2[abcd] , 
d.h. CS müsste [abcd] null fein, alfo (nach 66) a, b, c, d in einer 
Zahlbeziehung zu einander stehet! , gegen die Vorausfetzung. Alfo ist 
S dann nicht in Form eines kombinatorischen Produktes von Grössen 
erster Stufe darstellbar, und ist alfo dann eine zufanunengefetzte Grösse. 

89. Erklärung. Wenn in einem Hauptgebiete n-ter 
Stufe das kombinatorische Produkt der ursprünglichen Ein- 
heiten Oi, ®29 "* 6n gleich 1 gefetzt ist, und E eine Einheit 
beliebiger Stufe, d. h. entweder eine der ursprünglichen Ein- 
heiten oder ein kombinatorisches Produktion mehreren der- 
felben ist, fo nenne ich „Ergänzung von £*" diejenige 
Grösse, welche dem kombinatorischen Produkte E^ aller in E 
nicht vorkommenden Einheiten gleich oder entgegengefetzt 
ist, je naehdem [EE^] der abfoluten Einheit gleich oder ent- 
gegengefetzt ist; ich bezeichne die Ergänzung einer Grösse 

4* 
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AwtcJk einen vor tet Zeiehea der GrtaM fefolzlM vvriikalen 
Sindky airo die von £ durch |B. Die Brgdrizung etiler Zahl 
fetze idi diefer Zahl gleich; aKo: 

|E - [EE']EV 
wenn E und E^ die einfachen Faktoren ei* • • ^en enthalten und 

[eie2*'-ej = l 
ist; und 

|a = ay wenn a eine Zahl ist. 

Anm. Bei der Definition ist vorausgefetzt, dass [££'] nur ent- 
weder + 1 oder —1 fein könne. In der That, da E und E' kombi- 
natorische Produtte der ursprünglichen Einheiten find und E' alle 
in E fehlenden Einheiten enthält, fo unterscheidet fich [EE*] von 
[eiCj — ••ej nur durch die Folge feiner Faktoren, und beide find alfo 
(nach 57) einander entweder gleich oder entgegengefetzt, alfo da 
[eiCj|-*eJ==l iat, fo ist [EE'l^ + l. 

90. Erklärung. Unter der Ergänzung einer beliebigen 

Grösse A verstehe ich diejenige Grösse JA, die man erhält, 
wenn man in dem Ausdrucke, welcher die numerische Ab- 
leitung jener Grösse aus den Einheiten darstellt, statt jeder 
diefer Einheiten ihre Ergänzung fetzt, d. h. 

KoiEi + o^Ea + . . . ) = OilEi + «alE^ + , 

wo El, E2, ••• Einheiten beliebiger Stufen flnd. 

Zufatz. Wenn n die Stufenzahl des Hauptgebietes und 
a die der Grösse A ist, fo ist n — a die der Ergänzung. 

Anm. Der vertikale Strich erscheint alfo nach diefen Definitionen 
mit den Eigenschaften eines Faktors. Es hat diefer Faktor, yrie fich 
weiter unten zeige n wir d, eine auffallende Analogie mit dorn imagi- 
nären Ausdruck Y — 1, fo dass man ihn unter gewissen Umständen 
dadurch erfetzen kann. Den vertikalen Strich habe ich gewählt, um 
darauf hinzudeuten, dass, wie ich unten zeigen werde,, diefe Ergän- 
zung geometrisch durch das auf einem gegebenen Gebilde fcnkrecht 
stehende Gebilde dargestellt wird. 

91. Das äussere Produkt einer Einheit in ihre Ergän^ 
zung ist 1 , d. h. 

[E|E]=*1. 
Beweis. Wenn E' das kombinatorische Produkt aller in E 
nicht enthaltenen urspcüngliehen Einheiten ist, fo ist (nach 89) 

|E = + E', je nachdem [EE'}= + 1. 
Alfo wenn das untere Zeichen gilt, fo ist 

[EjE] = [EE'] = 1 
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Süd wenn das obere gilt, fo isl 

[E|B] = - [EET = - (- 1) = 1. 

92. Die Ergänzung der Ergänzung einer Grösse A ist 
diefer Grösse A gleich oder entgegengefetzt, je nachdem das 
Produkt der Stnrenzahien diefer Grösse einerfeits und ihrer 
Ergänzung andrerreits gerade oder ungerade ist, d. far. 

||A = (-1)^A, 
wenn q die Stufenzahl von.A und r die von |A ist. 

Beweis. Angenommen fei zuerst, dass A ein kombi- 
natoriscb« Produkt der ursprünglichen Einheiten fei, und B 
= IA feine Ergänzung, fo enthält nach der Definition B alle 
die Einheiten, welche dem A fehlen, und zwar fo, dass 
A|A = 1, alfo 

AB = 1 
ist. Die Ergänzung von B wiederum ist, da A alle Einheiten 
enthält die der Grosso B fehlen, (nach 90) der Grösse A 
gleich oder entgegengefetzt, je nachdem BA der abfoluten 
Einheit gleich oder entgegengefetzt ist; nun ist (nach 58) 
BA = ( — 1)^'AB, wenn q und r die Stufenzahlen von A und 
B find; alfo, da AB = 1 ist, 

BA = (- 1)<F, 
fomit auch die Ergänzung von B gleich -f A oder — A, je 
nachdem (— 1)^' gleich + i oder — i ist, d. h. 

|B = (— 1)^A. 
Aber B war gleich {A angenommen, fomit 

||A = (-1)^A, 
wenn A ein kombinatorisches Produkt der ursprünglichen Ein- 
heiten ist. 

Es fei zweitens A eine beliebige Grösse q-ter Stufe, 
ihre Ergänzung von r-ter Stufe, und fei 

A = OjEi + ^^2 + • • s 
wo El, E2,**" kombinatorische Produkte der ursprünglichen 
Einheiten, Oi, a^, **• Zahlen Tmd, fo ist (nach 90) 

|A = «ilEi + OajEa H , 

fomit, da |Ei, jEs wieder Einheitsprodukte find, 

||A = ai||Ei + a»||E, +..... 
Nun Tmd £i, £a, • * • von gleicher Stufe mit A, alfo von 
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q-ter Stufe, und ihre Ergänzungen van r-ter Slnfe; alfo ist 
nach .dem ersten Theile des Beweifes ||Ei=:(— 1)^%» l'E, 
= (— 1)^'E2 u. f. w., fomit 

||A = (-l)naiEi + «,£,+...) 
= (— l)q'A. 

93. Ist die Stufenzahl (n) des Hauptgebietes ungerade, 

fo ist 

IIA = A. 

Ist n gerade, fo ist 
||A = (-l)<iA, 
wenn q die Stufenzahl von A ist. 

Beweis. Denn dann ist die Stufenzahl von |A gleich 
(n — q), alfo (nach 92) ||A = (- i)«(»--^>A. Ist nun n un- 
gerade, fo ist entweder q oder n — q gerade , alfo ( — l)<iCn-a) 
= 1 und alfo dann ||A = A. Ist n gerade, fo ist q(n — q) 
gerade oder ungerade , je nachdem q es ist^ alfo dann ( — l)«^»-^) 
= (— 1)S und IIA = (- 1)^ A. 

Anm. Sind q und r beide ungerade, wie z. B. wenn man die 
Ergänzungen von Grössen erster Stufe in einem Qebiet zweiter Stufe 
betrachtet, fo wird ||A = — A, fo dass alfo in diefem Falle das 
Zeichen | denfelbcn Gefetzen unterliegt wie i = ^ — 1 , und wir er- 
halten daher hier eine reelle Bedeutung des Imaginären. Es wird 
fich bei der Anwendung auf die Geometrie zeigen, dass Strecken, 
d. h. Linien von bestimmter Richtung und Länge als Grössen erster 
Stufe zu betrachten find, und dass in Bezug auf fie die Ebene als 
Gebiet zweiter Stufe erscheint, fo dass alfo hier der obenerwähnte 
Fall, wo ||A=: — Aist, eintritt. Ich werde zeigen, dass die Er- 
gänzung einer Strecke, wenn man als ursprüngliche Einheiten zwei 
gegeneinander fenkrechte Strecken von gleicher Länge annimmt, die 
auf ihr fenkrechte Strecke ist, und man fleht daher schon hier, dass 
die reelle Bedeutung, die wir hier dem Imaginären beilegen, genau 
der geometrischen Bedeutung desfelben, wie fie von Gauss zuerst 
aufgefasst wurde, entspricht; nur dass die fe Bedeutung hier in allge- 
meinerer Form hervortritt. 

§. 5. Produkt in Bezug auf ein Hauptgebiet. 

94. Erklärung. Wenn die Summe der Stufenzahlen 
zweier Einheiten kleiner oder ebenfo gross ist als die Stufen- 
zahl n des Hauptgebietes, fo verstehe ich unter ihrem pro- 
gressiven Produkte ihr äusseres Produkt, jedoch mit der 
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Bestimmung, dass das progressive Produkl der n ursprttng- 
licben Einheiten 1 Tei. Hingegen, wönn die Summe der Stufen* 
zahlen zweier Einheiten grösser ist als die Stafenzahlen (n) 
des Hauptgebietes, To yerstehe ich unter ihrem regressiven 
(eingewandten) Produkte diejenige Grösse, deren Ergänzung 
das progressive Produkt der Ergänzungen jener Einheile» ist. 
Das progressive und regressive Produkt fosse ich zufemmeil 
unter dem Namen des auf ein Hauptgebiet bezüglichen 
Produktes. Die Bezeichnung ist für alle diefe Produkte die- 
felbe, nämlich die einer das Produkt umseUiessenden Klam- 
mer. Alfo 

|[EF] = [|E|F], 

wenn die Summe der Stufenzahlcn von E und F kleiner ist 
als die Stufe (n) des Hauptgebietes, und 

[eie2---en] = l, 
wenn 01,63, • • • • e^ die Reihe der ursprünglichen Einheiten ist. 

Anm. Auf die hier behandelte Multiplikation und auf die alge- 
braische lassen lieh alle Multiplikationen, die überhaupt für die 
Wissenschaft TOn Interesse lind, zurückführen. Es kommt daher nur 
darauf an, diefe beidea Multiplikationsgattungen von einander durch 
die Bezeichnung' unzweideutig zu unterscheiden. Wenn man bei der 
algebraischen Multiplikation alle überflüssigen Klammern vermeidet, 
alfo nie ein algebraisches Produkt, welches mit einer andern 
Grösse durch Addition, Subtraktion, Multiplikation, Divifion ver- 
bunden werden foU, durch eine Klammer nmschliesst, fo wird eine 
in dielen Fällen angewandte Klammer stets ein unzweideutiges Zeichen 
der bezüglichen Multiplikation fein. In denjenigen Fällen, wo 
das algebraische Produkt fo verknüpft wird, dass eine Klammer- 
fetaiang nöthig wird, alfo wenn das Produkt potenzirt oder logarith- 
mirt werden foll , oder in. ein Funktionzeichen (wozu auch Summen- 
steicheo , Differenzialzeichen u. f. w. gerechnet werden können) einrückt, 
fo wird wieder alle Zweideutigkeit gehoben, wenn man in diefcm 
Falle entweder für die bezügliche Multiplikation zwei Klammem an- 
wendet, oder, was bequemer erscheint, für diefe Fälle dem alge- 
braischen Produkte stets die runde Klammer, dem bezüglichen die 
eckige zuweift, während man in den erstgenannten Fällen nach Be- 
quemlichkeit über beide verfügt. Es ist noch zu erwähnen , dass die ge- 
wählte Bezeichnung für die verschiedenen Arten der bezüglichen Multi- 
plikation, fobald das Hauptgebiet bekannt ist, durchaus zureichend 
ist und keinen Verwechfelungen Raum giebt , und dass die Rechnungs- 
gefetze überall diefelben Und , und nur noch von den Stufenzahlen der 
zu verknüpfenden Grössen und von der des Hauptgebietes abhängen. 
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90; Wenn q und r die Stiifenzafalen zweier CM^eh 
A und B ilnd , und n die des Hanptgebietes , fo ist die Slttfen-f 
sajil dfi» Prodoktes [AB] erstens gleieh q + r, wsnn q + r 
kleiner als n ist, zweitens gleich q-f r— n, wenn q + f 
gfösi^r oder ebenfo gross als n ist, in beiden Fällen alfo 
kongrnent der Summe der Stufe&zahlen in Bezug auf den 
ModiiK n, d. h. wenn 

C = £AB], fo ist 
s^q + r (Modul, ii^, 
wo q, r, Sj n besiehlich die Stofenzahlen von A, B, C und 
vom Hauptgebiete find. 

Beweis. Ist q + r<n und A = [aiSj •• -aq], B = 
W^2 • • • bjj wo ai • • • a,, bj • • • bjp Grössen erster Stufe find, 
fo ist [AB] als progressives Produkt zu betrachten, alfo 
C = [AB] = [(8182 • . -aqXbibj. . .b,)] 

= [8182 • • • Bq biba • • • b J [79]^ 

alfo (nach 77) die Stufenzahl des Produktes = q -f- r. Wenn 
q + r = n ist, fo wird, da (nach 94) das Produkt der n Ein- 
heiten = 1 gefetzt ist,, und alfo auch das Produkt von n 
Grössen erster Stufe eine Zahl wird, die Zahlen aber (nach 
77) als Grössen nullter Stufe aufzufassen find, die Stufenzahl 
des Produktes gleich 0, alfo :^ q + r — n. Wenn endlich 
q -f r grösser als n ist, fo ist (nach 94), wenn A und B 
Einheiten beliebiger Stufen find, 
|C = [|A|B]. 

Aber (nach 90) find die Stufenzahlen von |A, |B, |C gleich 
n — q, n — r, n — s; nunistn — q-fn — r=n— (q + r — n), 
alfo kleiner als n , fomit ist (nach dem ersten Theile des Be- 
weifes) die Stufen^ahl des Produktes [|A|B] gleich der Summe 
der Stufenzahlen feiner Faktoren, alfo 

n — s = n — q + n- — r, d. h. s = q + r — n. 

Somit gilt das zu* erweifende Gefetz für den Fall, dass 
A, B, C Einheiten beliebiger Stufen find. Da nun aber jede 
aus den Einheiten numerisch abgeleitete Grösse mit den Ein- 
heiten von gleicher Stufe ist, fo gilt der Satz auch für be- 
liebige Grössen. 

96. Wenn n die Stufenzaht des Hauptgebietes ist, fo 
ist die Stufenzahl eines beliebigen auf dies Gebiet bezüglichen 
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Prodiddes ier Summe der S^feualilen feiner Fektorea kon- 
grnenXf in Bezug^ auf den Modul, n, oder die StufenzaU dta 
Produktes ist gleich dem Divifionsreste, welcher bleibt, wenn 
man die Summe der Stufensahlen alTer Faktoren durch die 
StataMabl des Hauptgebietes dividirt; alfo wenn 

R = [ABC-.-.] ist, fo ist 

^ = a + /?4-y4--' CMod. n), 
wenn 9, a, /?, Yt*" <1>® Stufenzahlen von B, A, B, C, ••• 
find und n die des Hauptgebietes ist. 

Beweis. In 95 ist gezeigt, dass die Stufennabl dM 
Produktes zweier Grössen der Summe der Stufenzahlen diefer 
Grössen kongruent ist, in Bezug auf den Modul, n. Trit( nun 
zu dem Produkte noch ein Faktor hinzu , fo bleibt aus gleichem 
Grunde das Gefetz noch bestehen u. f. f., alfo gilt es für be- 
liebig viele Faktoren. Da nun die Stufenzahl immer kleiner 
als n und nie negativ ist, fo gilt der Satz auch in der zweiten 
Fassung. 

Anm. So z. B. ist die Stufenzahl eines Produktes toh 7 Fak- 
toren 3-ter Stufe, in Bezug auf ein Hauptgebiet 4-ter Stufe, gleich 1 
(f. Grelle Journal B. 49, p. 64). 

97. Das Produkt der Ergänzungen zweier Grössen ist 
die Ei^ftnzung des Produktes diefer Grössen, d. h. 
[|A1B] = |[AB]. 

Beweis 1. Wenn die Stufenzahlen a und ß der Grössen 
A und B zufammen kleiner find als die Stufenzahl n des Hanpt- 
gebloles, d. h. a -f- /S < n. 

Dann fei A = j^aß^B = Z^/TT wo E„ F. Einheiten 
ilnd, fo ist (nach 90) 

Alfo ^ 

[| A|B] = [ i:ar\KXßs ¥s] = ^d^ßslMrl^s] [42] 

= Z^APrFJ [94] 

= |ZaA[BrF.] [90] 

= \\j:aßrZßsK'\ [«] 

. =i[AB]. 
2. Wenn a + j? = n ist, dann gilt der Salz zunächst 
für die Einheiten. 
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i^s feien E und F E^heiten^ d* h. koipbinaloriselie Pro- 
dukte der ursprünglichen Einheiten ei«-*en. Enthält zuerst 
E eine ursprüngliche Einheit , die auch in F vorkommt, fo 
k(Hinen in E und F, da fie zurammen nur n eingehe Fakt(»*en 
enthalten y nicht alle ursprünglichen Einheiten vorkommen; es 
muss alfo mindestens eine diefer Einheiten , etwa e^, in beiden 
Grössen E und F fehlen; nun enthält |E alle ursprünglichen 
Einheiten die in E fehlen, alfo auch e^ und |F alle die in 
F fehlen, alfo auch ej, fomit enthalten |E und |F beide die 
ursprüngliche Einheit Oi, es ist alfo (nach 60) [{E|F] = 0, 
aber auch [EF]=Oy da E und F nach der Annahme beide 
ein und diefelbe ursprüngliche Einheit enthalten, fomit 

[|E|F] = [EF]. 
Wenn zweitens E keine ursprüngliche Einheit enthält, die 
auch in F vorkommt, fo muss, da E und F im Ganzen n Fak- 
toren enthalten, deren jeder eine der ursprünglichen Einheiten 
ist, [EF] ein Produkt ftmmtlicher li Einheiten fein. Dann 
aber ist (nach 90) 

|E = [EF]F und |F = [FE]E, 
wo [EF] und [FE] nur entweder + 1 oder — 1 find. Dann ist 

[|E|F] = [EF][FE][FE]. 
Aber [FE] [FE] ist entweder il oder (-!).(— 1), alfo 
beidemale 1. Somit ist 

[|E|F] = [EF], 
wie im vorigen Falle. ' Da nun [EF] eine Zahl ist, fo ist 
(nach 90) [EF] = |[EF]. Somit in beiden Fällen 

[|E|F] = |[EF]. 
Da nun das Gefetz für Einheiten gilt, fo folgt ganz wie 
in Beweis 1, dass es auch für beliebige Grössen gilt, voraus- 
gefetzt, dass die Summe der Stufenzahlen n fei. 

3. Wenn a + jJ > n, dann fei A = |A' und B = |B', 
Ist nun zuerst n ungerade, fo ist (nach 93) 

|A = ||A' = A' und ebenfo |B = ||B' = B'. 
Alfo 

[|A|B] = [A'B'] = ||[A'ßT (nach 93). 

Aber da die Stufenzahl von A' und B' beziehlich = n — a, 

n- ß find (90 Zuf.), fo find die Stufenzahlen von A' und B' 
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Kttlknimeiif oMMiieii ==3ii — a — /J = ii— (a + jJ — »). Nun 
ist a + ß. — n pofitiv, iü a + ß nach der Annajime grösser 
als n ist, fomil ist n — (a -f~ |^ — n) ^ n» ^^Ifo die Summe 
der Stufenzafalen von A' und B' kleiner als n. Alfo ist nach 
Beweis i |[A'B'3 == [lA'B'] == [AB]. Alfo 

||iA'B'] = |[AB], aber auch ||[A'B'] = [iA|B], 
wie oben gezeigt, alfo 

[1A|B] = |[AB]. 

Zufatz. Wenn das Produkt zweier Grössen ein pro- 
gressives ist, fo ist das ihrer Ergänzungen ein regressives, 
vorausgeretzt, dass man das Produkt nuUter Stufe zugleich 
als ein progressives und als ein regressives betrachtet. 

Beweis. Denn ist [AB] ein progressives Produkt, fo 
ist a -\^ ß^= <^rky wenn a und ß die Stufeiizahlen von A 'und 
B find. Dann find die der Erg&nzungen n — a und n -- ß, 
aber n — a — ^ = >> 0, alfo auch n — a + n — ^=i=>-n, 
d. h. das Produkt der Ergänzungen ein regressives. 

98. Das Produkt der Ergänzungen mehrerer Grössen 
ist die Ergänzung des Produktes diefer Grössen, d. h. 

[|A|BIC....] = |[ABC...]. 
Beweis. Es gelte der Satz für m Faktoren, d. h. es fei 
[|Ai|A,....|AJ = |[AiAa...AJ, 
fo gilt er auch für m -f 1 Faktoren Denn es komme noch ein 
Faktor |A^4-i auf beiden Seiten obiger Gleichung hinzu, fo ist 
[| Ai|A, . . . I A^' A^+i] = [jCAi A, .... A Jl A^+i] 

= |[AiA2....A^A^+i] [97]. 

Gilt der Satz alfo für irgend eine Faktorenzahl, fo gilt 

er auch für die nächst höhere, alfo auch für jeda. höhere 

Faktorenzahl. Da er nun (nach 97) für zwei Faktoren gilt, 

fo gilt er auch für beliebig viele. 

99. Ins Befondere ist 
[|a|b...]^|[ab...], 

wenn a, b, •• Grössen erster Stufe find. 

Zufätz. Es folgt hieraus, dass das regressive Produkt 
als ein kombinatorisches betrachtet werden kann, dessen ein- 
fache Faktoren von (n— l)-ter Stufe find. 

5 
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IVO. Die Ergfftn^tmg eines Polynoms erUll man , Indem 
man, ohne die Vorzeichen der Glieder zu ändern, von jedem 
die Ergänzung nimmt, d. h. 

|(A + B + ) = |A + |B + . 

Beweis. Es fei A = X^ÄTB = Xi^ÄT* • • fo ist 

l(A + B+..0_ _^ 

= Zjar + ßr + • -jOlEr ' [»0] 

= (A + |B + . 

101. Eine Gleichung, in welcher keine andern Ver- 
knüpfungen als die in Kap. 1 und 3 behandelten vorkommen, 
bleibt auch bestehen, wenn man statt der darin vorkommenden 
Grössen ihre Ergänzungen fetzt, d. h. wenn 

f(A, B,...) = y(A', B', .-.) 
ist, wo f und g> Zeichen von Verknüpfungen find, die den 
genannten Kapiteln angehören, fo ist 

f(A, |B,...) = y(|A', |B',...). 
Beweis. Da gleiche Grössen, derfelben Verknüpfung 
unterworfen. Gleiches liefern, fo muss, wenn 

f(A, B,...) = »(A', B', ...) 
ist, auch 

IfA, B, ..) = ;y(A', B',-..) 
rein. Nun können keine andern Verknüpfungen vorkommen 
als Addition, Subtraktion und die bezügliche Multiplikation, 
zu welcher auch die Multiplikation mit Zahlen gerechnet wer- 
den darf. Für Addition und Subtraktion ist in Satz iOO be- 
wiefen, dass man, statt von der Verknüpfung, von den Ver- 
knüpfungsgtiedern die Ergänzungen nehmen kann, und dasfelbc 
gilt (nach 99) von der bezüglichen Multiplikation, alfö für 
alle auf beiden Seiten vorkommenden Verknüpfungen. 

An in. Es tritt hierdurch die Tolle Reciprocität zwiBchen belie- 
bigen Grössen und ihren Ergänzungen, allo ttberhaupjb zwischen Grössen 
m-ter und (n - in)-ter Stufe hervor, wenn das Hauptgebiet von n-ter 
Stufe ist, namentlich iät die Reciprocität zwischen Grössen erster und 
(u — l)-ter Stnfe von Interesse. Noch anschaulicher wird fich diefe 
Reciprocität weiter unten entfalten. 
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102. Wenn £» F, G Einheiten find, deren Stufenzahlen 
zurammen n (Stufenzahl des Hauptgebietes) betragen,, fo ihl 
[EF.EG] = [EFG] E. 

Beweis. Wir können zwei Fälle unterscheiden^ ent* 
weder [EF6] enthält gleiche Faktoren oder nicht. Enthält es 
gleiche, fo muss, da die Anzahl feiner einfachen Faktepen, 
nach der Voraus fetzung, gleich n, gleich der Anzahl der ur- 
sprünglichen Einheiten ist, eine diefer Einheiten, etwa ej, 
unter den Faktoren von [EFG] fehlen« 

Nun fei [fiF] = |0, fo muss (nach 89) Q diefen auch in 
[EF] fehlenden Faktor ei enthalten; ebenfo fei [E6] = |R, fo 
muss R diefen Fakitor gleichfalls enlhalten. Alfo ist dann 
(nach 60) [QR] gleich null. Nun ist 

[EF.EG] = [|01R] = |[0R]- [94], 

alfo gleich der Ergänzung von [QR] = , alfo (nach 89) falbst 
null. Aber es ist auch [EFG], da es nach der Annahme 
gleiche Faktoren enthält, null, fomit beide Seilen der zu er- 
weifenden Gleichung null. 

Wenn dagegen [EFG] keine gleichen Faktoren en1j|||ält, 
fo muss es, da es n Faktoren enthalten foll und zwar keine 
andern als ursprüngliche Einheiten, ein Produkt der n ur- 
sprünglichen Einhei^n fein. Dann ist (nach 89) 
|G = [GEF][EF], |F = [FEG][EG], 
Da hier [GEF] und [FEG] als Produkte fämmtlicher Ein- 
heiten Ol, • • • On gleich + [eiCa« • »ej, alfo (nach 94) = + 1 
find, und die Multiplikation + 1 gleiches Refultat mit der 
Divifion durch + 1 liefert, fo können wir die obigen Glei- 
chungen auch fo schreiben: 

[EF] = [GBF]|G, [EG] = [FEG]|F. 
Dann wird , da man überdies Zahlfaktoren beliebig ordnen 
darf, 

[EF .EG]=[GEF][FEG][|G|F]=[GEF][FEG]![GF] [97] 

= [GEF][FEG][GFE]E [89 J. 

Nun ist [EF] = + [FE] (nach 58). Vertauscht man alfo 

in dem gewonnenen Ausdrucke zweimal E mit F, fo bleibt 

fein Werth ungeändert, und fo wird er 

= [GEF][EFG][GEF3E. 
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Aber da [GEF] = T 1 isl, fo wird [GEP][GEF] = 1 und 
foinit erhftlt man 

[EF.EG]=[EFG]E. 

LOS. Wenn A, B, C einfache Grössen find und die 
Summe ihrer Stufenzahlen gleich der Stufenzahi n des Haupl- 
gebietes ist, fo ist 

[AB.AC] = [ABC]A. 

Beweis. Angenommen, die Formel 103 gelte för den 
Fall, dass A, B, C keine andern Faktoren enthalte als die, 
welche einer gegebenen Reihe ron n Grössen erster Stufe 
a^, aa, a3, *•* angehören, fo zeige ich, dasa ße auch noch 
gelte, wenn man statt einer diefer n Grössen, etwa statt a^, 
eine aus ihnen numerisch abgeleitete fetzt, etwaa'=:aiai -f 

0,82 -i =s ^a,a,. Es kann ai entweder in A oder B oder 

C enthalten fein. Ist a^ in B ei^thalten, fo fei B = aiD, und 
verwandle fich B durch die obige Substitution in B' = a'D. 
Dann wird 

[AB' . AC] = [ a2^^D • AC] = ^a,[Aa,D.AC] 

= Zar[Aa,DC].A, 
da nach der Annahme Formel 103 für den Fall, dass die 

betrachteten Grossen nur ^i, a^, als einfache Faktoren 

enthalten, gelten foll. AJfo ist ** 

[AB' ■ AC] = ^a,[AarDC] • A = [ A^oÄDC] A 
= [Aa'DC]A = [AB'C]A. 
Genau diefelben Schlüsse gelten, wenn ai in C enthalten 
ist. Es bleibt alfo nur der Fall zu behandeln, wo aj in A 
enthalten ist. In diefem Falle verwandle fleh zunächst ai in 
a' = o^ai -f 0282 , und fei A = [aiD] , alfo 
A' = [a'D] = ai[a,D] + a,[^,'D] 
= aiA + a2[a2D] * 
Sollte a2 noi'li in D enthalten fein, fo wftre der letzte 
Summand (nach GO) null; es verwandelte lieh alfo A' nur in 
fein Yi^lfaches, aiib würde dann 

[A'ß. A'C] = a2[AB' AC] = a2[ABC]A 
= [aABC]aA = [A'BC].\'. 
Alfo bleibt nur noch der Fall zu. betrachten , wo a^ in 
B oder in C, z. B. in B, vorkommt, in diefem Falle fei 



«••) 69 

B = [a2E]. Es war, wre oben (♦) gezeigt, A'=aiA + ce2[ajD], 
und da aj in B als Faktor enthalten ist, und alfo [a2DB] null 
wird, ft)isttA'B] = ai[AB]; ferner ist [A'C]=[(aiA-!-ce2[a2D])Cl 
= üei[AC] -f CE2[a2DC], alfo 

[A'B A'C] = aJ[AB AC] + a^o^lAB a2DC] 
= a|[ABC]A + OiCEjCAB-aaDC]. 
Aber [AB-ajüC] = [aiDa2E-a2DC] = — [a2DaiEa2DC] (55) 
= — [ajDaiECJCaaD]. Letzteres nämlich ist der Fäll,* da die 
drei Grössen [a2D], [a^E] und C keine andern Faktoren ent- 
halten, als folche, die der Grössenreihe ai, a2, as*-* ange- 
hören, und die Summe der Stufenzahlen n ist, alfo die Bedin- 
gungen alle erfüllt flnd, unter denen die Geltung der Formel 
[AB«AG] = [ABC]A angenommen war. Somit wird 

[A'B . A'C] = a\ [ABC] A — OiaaCajDaiECJCajD] 

= a;[ABC]A +(ri(X2[aiDa2EC][a2D] [55] 
= a;[ABC]A +aia2[ABC][a2D] 
= aiIABC](aA + a2[a2D]) 
= [OjABC] . A' [*] 

= [A'BC]A'. 
Dasfelbe gilt, wenn a2 in G statt in B enthalten war. 
Alfo ist gezeigt, dass die Formel immer bestehen bleibt, wenn 
man einen Faktor a^ in Oiai -{- »2^2 verwandelt, alfo auch, 
wenn man diefen wieder in o^ai + 02^2 + ^^»3 verwandelt u. f. f. 
Es ist alfo jetzt vollständig erwiefen, dass, wenn die 
Formel 103 für irgend eine Reihe von n Grössen erster Stufe 

ai, 82 a. gilt, welche die einfachen Faktoren der Grössen 

A, B, C bilden, fie auch noch bestehen bleibt, wenn man 
statt irgend eines diefer Faktoren eine aus Jonen Grössen 
^i'"ü^ numerisch abgeleitete fetzt. Da fich dasfelbe wieder 
auf die fo hervorgehende Reihe von Grössen anwenden lässt, 
fo folgt, dass die Formel auch opch bestehen bleibt, wenn 
man statt der einfachen Faktoren der Grössen A, B, C be- 
liebige aus jenen Grössen ai* • a^ aumerisch abgeleitete Grössen 

fetzt. In der That, es feien z. B. b^ b^ folche aus ai* • • aji 

numerisch abgeleitete Grössen. Wie diefe auch beschaffen 
feien, immer wird fich (nach 17) unter ihnen ein Verein von 
m Grössen angeben lassen, welche in keiner Zahlbeziehung 
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zu einander stehen, und nus denen fleh, wenn m kleiner als 
n ist, die übrigen numerisch ableiten lassen. Es feien nun 

bj-baj diefe Grössen, aus denen bn,-j-i bj, numerisch 9b- 

leitbar find; dann kann man (nach 20) statt m der Grössen 
ai* " -a^, die Grössen bi« • -bni in der Art einCQhren, dass das 
Gebiet der fo erhaltenen Grössen dem Gebiete der Grössen 
ai*--an identisch wird. Es feien ai-'-a^^ die Grössen, statt 
deren man in diefer Weife b^-- b^ einführen kann, fo wird 
nun das Gebiet der Grössen ai • • a^ identisch dem Gebiete 
der Grössen bi • • • b^ajo^-i • • • a», oder, indem man dief^lbe 
SchlnsäsEo^ge Schritt für Schritt anwendet: Es itird das Gebiet 
Ms ' ' '^n identisch dem Gebiet bias • - • «a-a, 
dies wieder identisch bxb2a3**an, 

und endlich identisch bib2 • • -b^ao!-!.!- • • a^. 

Gilt nun Formel 103 für ai'* an, fo gilt fie auch, wenn 
man statt des Faktors ai die aus «1 • • • a,^ abgeleitete Grösse 
bi fetzt, alfo für b^, a2-*-an. Da nun das Gebiet ai* • «a^ mit 
dem Gebiete b^, aj • • -a^ identisch ist, und bj nach der Annahme 
aus ai* • 'a^ ableitbar ist, fo ist es auch aus b^, a2 • • «a^ ableit- 
bar, folglich bleibt Formel 103 noch bestehen, wenn man bj 
statt a2 fetzt, d. h. für die Reihe b^, bs, 33* • -aQ u. f. f., endlich 
noch iiir die Reihe bj, bj • • b^, a^-i-i •80. Ferner, da nach der 
Annahme b^4_i«-bQ aus bj, bjj'-b^ numerisch ableitbar 
find, fo bleibt nun 103 auch noch bestehen, wenn man nach 
und nach in der Reihe bi» • -bn^, a^-fi' -an, statt a^-fi* • "»n ^i® 

Grössen b„+i b^ fetzt, alfo auch für die Reihe bi-'b^, 

d. h. für jede beliebige aus ai • - • a^ numerisch abgeleitete 
Grössenreihe. Nun gilt aber 103 für die ursprünglichen Ein* 
heiten ei-'-e^ (nach 102), alfo für eine beliebige Reihe von 
Grössen erster Stufe, welche die einfachen Faktoren von A, 
B, C bilden, d.h. für beliebige' einfache Grössen A, B, C. 

104. Auch wenn B und C zufammengefetzte Grössen 
find, A aber eine einfache Grösse und die Summe der Stufen- 
zahleh von A, B, C gleich der 'fStufenzahl des Hauptgebietes 
ist, fo ist 

[ABAC] = [ABC]A. 



Beweis. Es fei 

wo E, und Fg Einheitsprodukte find, fo ist 

[AB . AC] = ZraÄETAFsl [45] 

= ZßrY.\ÄE^s\^ [103] 

= [AZi»rE,ZysF.lA [45] 

= [ABC]A. 

A n in. Diefer Satz gilt im Allgemeinen nicht mehr, wenn A eine zu- 
fammeugefetzte Grösse ist. Ist z. B. A = ab -f c^i wo a, b, c, d in keiner 
Zahlbeziehung zu einander stehen foUen, und ist B = c, C = d, fo wird 
in Bezug auf ein Gebiet 4ter Stufe [AB* AC] ^ [(ab + cd)c* (ab -f cd)d] 
= [abc*abd], da [cdc] und [cdd] verschwinden*, aber [abc*abd] = 
[abcd]*[ab]. Alfo ist 

[ABAC] = [abcdj.ab. 
Dagegen ist 

[ABC] . A = [(ab + cd)cd] • [(ab) + (cd)] = [abcd] [(ab) + (cd)] 
== [abcd] . [ab] + [abcd] • [cd]. 
Alfo find beide Ausdrücke um [abcd] '[cd] von einander verschieden. 

105 — 107. Wenn A, B, C eiurache Grössen flnd, und 
ihr Produkt von nuliter Stufe ist, fo ist 

105. [AB • AC] = [ABC] A 

106. [AB.BC]=[ABC]B 

107. [ACBC] =[ABC]C, 

d. h. wenn zwei Produkte (P und Q) einfacher Grössen, welche 
einen gemeinschaftlichen Faktor haben, zu multipliciren find, 
und diefer gemeinschaftliche Faktor entweder in dem zweiten 
Produkte (0) als erster Paktor oder in dem ersten (P) als 
zweiter Faktor vorkommt, fo kann man diefen Faktor mit dem 
Produkte der übrigen Faktoren multipliciren, vorausgefetzt, 
dass dies letztere Produkt von nuliter Stufe ist. In beiden 
FilJen ist das Gefammtprodukt von gleichem Werthe. 

Bewejs 1. 9ind a, ßy y die Stufenzahlen von A, B, C 
und n die des Hauptgebietes , fo muss, da [ABC] von nulUer 
Stufe fein foU, (qjich 96) a + ß + y durch n thetibar fein, 
alfo, da a, /}, X kleiner als n find, entweder gleich n oder 
gleich 2n fein. Ist a + /? + X ^= n , fo ist die Geltung der 
Formel 105 schon in 103 bewiefen. Ist dagegen a + ß -i-y 
= 2n, fo fei 
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A = |AS B = |B', C = |C' 

und feien a' + ß' -\- f die Stufenzahlen von A', B', CS fo ist 

a' = n-a, /J' = n- jj, )^' = n — y [90J, 

alfo «' + /»' 4- y'==3n -(« + /? + y) = 3n - 2n = n. 

Somit [AB-AC] =([|A'|B'].[|A',C']) = |[A'B'.A'C'] [99] 

= |[A'B'C'.A'] [103], 

da nämlich a* + /^^ + y' = n ist. Dies i2»t aber (nach 99) 

= [|A'iB'iC'].|A' = [ABC]A. 

2. Es fei [AB] = [BD] , fo ist D von gleicher Stufe mit 

A, alfo 

[AB . BC] = [BD . BC] = [BDC]ß [195] 

= [ABC]B, 
da [BD] = [AB] ist. 

3. Es fei [BC] = [CD] , fo ist D von gleicher Stufe mit 

B, alfo 

[AC BC] = [AC • CD] = [ACD] • C [106] 

= [ABC]C, 

da [CD] = [BC] ist. 

Anm. Es lassen fich die in 105 — 107 aufgestellten Gefetze fo 
erweitern, dass fie auch für den Fall gelten, wo [ABC] nicht von 
nullter Stufe ist, wenn man fie nämlich in den folgenden Formen 
darstellt : 

[AB.AC] = [A-ABC] 

[AB.BC] = [BABC] 

[ACBC] = [C-ABC]. 
Den Beweis diefer Formeln, die ich in diefer allgemeineren Be- 
deutung im Folgenden nicht anwenden werde, überlasse ich dem Lefer. 

108. Wenn A, B, C einfache Grössen lind, und die 
Summe der Stufenzahlen von A und C gleich der des Haupt- 
gebietes, und B dem A untergeordnet ist, fo ist 
[A.BC] = [AC]B 
[CB-A] = [CA]B. 
Beweis. Denn dann ist (nach 79 ZuTatz) A in der Form 
BD darstellbar, und alfo 

[A . BC] = [BD . BC] = [BDC] • B [105] 

== [AC]B 
und 

[CBA] = [CBBD] = [CBD]B [106] 

= [CA]B. 



MB. feia bezflgliohes Frednkl sweier eiifh^lier Orösienr^ 
die nicht imll' Rad, Ist dann, nnd nnr dann toi nnH ref^ 
scMedön, wenn ^ 3tnfenzafal ihres gemefaisvbitfUiehen G%* 
bieiBS den kleinsidli, oder, was daafelbe idi, d}e SiHMzMii 
ihres verbindenden 6ebll)tes den fftlssfön WertA hat, denfl« 
bei gegebenen Stnfenzidilen' i&t beiden Faktoren ^^m& de^ 
Hauptgebiefes hab^n liann, d. h. wenn a und- ß dhi ftnfeii** 
zahlen der Faktoren A und B, n die des Hau^gebi^les ist, 
/ die 'des getneinsöhaftlichen, d die des terbiiidenden äebieles, 
fo ist , wenn a-fi9='<n,d. h.das Prodnfct ein progreffiri¥es iot, 

[AB]^0, ddnn und nur dann, wenn 

)^ = 0, oder, was dasfelbe fit, 

a +/?5=xdj und 
wenn a -^ ß>ny d. h. das Produkt ein regressives ist, fa ist 

[AB]^0, dann und nur dann, wenn 

y = a + ß-^n, oder, wai dasfelbe, 

# = n 
ist. 

H^weis 1. Wem a + ß = <:n ist, fo ist das Pfodukl 
(nach 94) progreasir, atfp (nach 61, 66) dann und nnr dann null^ 
wenn feiae ein&dien Faklorea Jn einer ZaUbeniehung zu ein« 
ander stehen. Ist alfo |AB] = , fo lä«^ fidi toü den SMm 
fadken Faktoren des Produktes [AB] einer ms deur a -\- ß — 1 
übrigen nnmerisefa ableiten (nach 2). Alfo w^irden daMi fitenit-» 
liebe einfache Faktoren jenes Prodiikles von einem G^hieie von 
niederer als (a -f /9)-ter Stufe umfasst, d.b. i<ca + ß. fei 
hingegen [AB] ^ 0, fo stehen die räifaohen Faktoren diAfes ?m^ 
duktes (nach 61) in keiner Zahlbexiehnng M euiandjB^r, ihr ve^^ 
bindendes Sebiet ist alfo von (a -f /;)"^ter^9t(rfe, d. h^ a -f /? 
= d. Somit ü^, wenn a + /? = < n 1^9 [AB] dau und tm 
dann von nuU- versdiieden , wenn a + ß = 6 ist. 

2. Es fei a + /? >- n und a + j3 — n 5=y. Dann hakM 
die Gebiete A und B, da fie beziehlich von Orter und ßAßt 
Stufe jßnd, (nach SbS) Mindestens ein G^el (a + ß — ^)-ter 
d. h. ]r-ler Stufe genattii. Es fei C eine Grösse von }'-ti*r 
Stufe in di^fem Gebiete, fo find (nach 79 Zuf.) A und B in 
den Formen A =: [GAJ, B = [CBJ darstellbar. . Somit wird 
[AB] = [CAi . CB J = [CAiB J • C [103], 

5* 
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weil ü» SiMtome dtr 8t«((N»aUw v<m C, A, iiM B^ pmy -f- 
(«-r>+tf— r) = «+^-y=nfti*. Es » iNt [CAtWC, 
da [CAiBJ Vi» nullter fitefe, tlfo eim ZiU i^r dam uad 
aar d«a niM, wenn [CAtB|], d« h. [A^J mdl iai. Abj^ aach 
•ewaia 1 iat [ABil tea aml aar dwn miU, wenn A and B^ 
▼aa emn 6el»et von niederep ah B«-ter 9|iile matml wer- 
den» idkar da C ia AacsGAi Uagt, fo werden dtam aneh A 
aiMl Gi|y d. b. A und B Toa «aem GdMete niedonw de n-ter 
Süafe» nanfiittBt, .d. h. d < n^ Sdmit ist^ weaA et + jl > a isl, 
[AB] Ambi «iid aar den vmi wtt versehiedep , wem dss n isl. 

3. Nadi 95 tel die Saawe der StvfennrtitBa swdmr Ge- 
Mete fMek der Saanae der StafenMUeii ihres femeiaeeliaft- 
IkdMi aad ikres vertMeadea GebieflaSy d, h. 
, . ' . a + i? B5S y + d. 

Die Bedtegong in Beweis 1, dass a + ß=ssS fei, isi alfo 
ideaüsek wM der, dess yssO fei, and iie Bediagiuig in Be- 
weis S, dees d«=a M, bl ideatiscb aiit der, dtaes 

M. Somft ist denr zw^e Wortausdraak vaferes Seines be- 
wi^M. Jf«a ist aber kto, d«u9s, wenn « und /}qiE<:n ist, 
die Iddaele Blafenaahl, die das den Grössen A and B ge- 
airtlsrintfUiehe Gebiet haben haaa, aiil, vad die^frteste, die 
diM verbindeade 4ldriet haben Ifiann, a -i^- fi isl. Auf der 
Satte, wma a + jS > n ist, fe ist die grdsste flbifen- 

, die des vei^indende Gelriet habm kann, n, alfo (nach 26) 
üa Ideiaste, ^ das Teiftiadende Gebiet haben, a + fi — n. 
Seant stinani ittr eMe Werlaaedruidi mit dem zweüea ftbw- 
eii, aad te^ SMr Ist erwiefen. 

IM. * AUe GafiMae der auf ein Baaptgebiet beafigUohen 
■akipfflkaHen gellen auch noch, wenn man ttberallstatt der 
an^ttnglichen Eteheiten eine beliebte Reihe ven n 43rdssen 
iBlit, die aus jenen numerisok abgelettet find, und deren kom- 
HtflElomehes Prodakt 1 ist 

üeweis. Es feien ei--**eo dk orspr-ttngliahea fiin- 

kelten, «nd ai • • • • Sn aas ftaea naaMartsah abgddlet, und 

xwar Ib, dies 

[Si, aa..-aj = l 
ist. 
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thA 0t wwte Mtor 4» E^ftHMg ß eines Kebeito- 
prolbktes S Aefenige CSidsae vwsfDeRd«, wd«be ton koabt- 
mloraolien PreAikto E' aHer bi B niebl verkemnwnder tm- 
beim gieldi eAnr eftlffegengefelsl toi» je mehdem [fil^] der 
abfciirten VäaMH^ i^icb oder entgef engefelet kl, d. b. Ar dfe 

P = [BE^E' 
war. Beitfdineb wta* nsn dwgenige Grösse , wdebe ans einen 
ProMkle A, bi wdebe« nnr die Grössen Si* • • •a« voriLenonen, 
avf enispreehende Weife gebildet fsXy fär den Augenblick Bit 
lA, d. b. besridMel lA diejenige Grösse, welcbe dem kein- 
bineteriseben Produkte A' aUer derjenigen Grössen jener Reibe 
[si* '*>»]> wdebe in A niobt yorkonuMn, gleiob oder enl«- 
gegmgefisUt tot, je naebdem [AA^] der dkfblnten Bfaibdt gleich 
oder enigegengefelsl ist, d. b. fo dass 

lA = [AA^A' 
ist, fo hti^en wir nnniehst zn beweiren, dass die als Dei- 
nition des besftglioben Brodibtes in M aufgestellte BesÜi»- 
mnng, aneb bei dietor Einfetnnng der Grössen Sf^ai^ an 
die Steile der ursprfingliehra BiabeÜM noch ilnre Geltung 
behite, d. b. dass 

IAB]crr[IAIB] 

Tel, wem A und B nur GMssen ans Aek Beibe ai* • •b^ ds 
einfHd^ PekbBSan Mftallen , und die S^nne m + ß) der 
SittfiMOfliilen von A und B kleiner ist als die Siufimeabl n 
des HsivIgdMetes. 

Es fei 2»ierst [AB]=0, fo mfissen (nach 109) die Ge- 
biete A und B ein Gebiet von höherer als nullter Stufe ge- 
mein haben'; fle mögen ein Gebiet /-ter Stufe gemein haben, 
aife X ein&che Faktoren, dann werden diefe Faktoren, da 
lA Mir die}en^feo FakkNren enthält, welebe in A nieht vor* 
kotMften, in lA fehlen, und aus gleiohem Grunde auch in 
IB, aifo werden lA und IB von einem Gebiete von niederer 
als n-ter Stufe umfasst, Ibmit (nach 109) 

[IAIB] = Ö, 
alfo, da aueb [AB] mdl wu mid die Brgtasung einer ZaU 
(nadi 89) diefer gleich, dib die von null felbst null ist, fo ist 

I[AB] = [IAIB]. 
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Bfi Cm awr#tte«6 [AS] \m an» irer«ttliMe«) fo mihdit 
dafiMbe a + /^ TertähiüdoM einfoclie Fahimen i&t Reihe 
ai**-«ii9 ®^ f^i C ^AS Produkt der übrigen, airo [4BC] (n^iob 
57) dem Pradukle [ai* • * -aj entweder f^mh 0<faHr Mtgip»i- 
gefetet, alfo da ioB letztere gleich 1 ist, fo ist \Jißß]^^^^ 1. 
Da nun [BC] das Produkt der in A nidit vorkMüienden Fak- 
UffBn ist. So ki mek der hi^ MgeMmn^^eo Bwwhnuiig 

IA = [ABC][BC], ebipfo 

IB =*[B AC] . [AC] und l[AB] =£= [ABC3C ** 
Atfo, da [ABC], [BAC] Zahlen (=;:; + 1) find, 

[lAIB] = [ABC][BAC][BC • AC] 

« [ABC][BAC][BAC] • C [107]. 

Da mm [JtACi^ + i ist, fo ist [BA£][BAC] ;»? 1. Alfo 

[lAIB] = [ABC] . C = I[AB] [*]. 

Es gilt alfo die Bestimmung, dia'oh welche der Begriff 
der bea^glichen MullipUkatii^n feslge^Ut wwde, auch wenn 
qian itfatt der ursprüngüoben Binheiten die 6r Aasen ai •••• a^ 
«infährt, alle frühm'en Gefelse gelten eher, wenn man atatt 
der* n ursprüngliisdien Siabi^tea beliebige n Geisse, die in 
keiner Zahlbeziehung zu einander stehen, d. h. doren kom- 
binatorisches Produkt nicht null ist, aMu auch, wenn man 
Statt derfelbeo^ dia Otüßs^ af • • • a. fetzt. Aus diefan Mherea 
SMzen und der in d^ Dafinition festg^ilaHiNi Bestnamung 
find aber alle folgenden Grefetze abgleitet, folglidi gelten 
auch diefe noch bd der angegebenen Substitution. 

Anm. Dorch das Fortbaatehen der Multiplikatien^-Geifetzei, auch, 
wenn man eine Keihe lineal ableitbarer Einheiten den mrsprilngliclien 
fubstituirt, ist die Multiplikation als lineal e bedingt ^ und erst im 
folgenden Kapitel werdeÄ wir zu einer Produktbildung übergehen, 
bei welcher das Fortbestehen der für die ursprünglichen Einh^ten 
geltendaa Gefetza^ nur in eines» viel basebrftnktexan Umfftnge, statt- 
findet. Zu bemerken ist noch, dass.die oben mit lA bezQiclmete 
Grösse im Allgemeinen nicht mit der Ergänzung von A, die wir 
mit |A bezeichneten, zufammenfällt , z. B. ist in einem Gebiete dritter 
Stufe, wenn Ci, e^, e^ die ursprünglichen Einheiten find und [616^63] 
= 1 ist, die Ergänzung von ei -f ^ 1 da le» = [6363] , jej = [cae^] ist, 
giaii&h [63/^] •*)• [%^] ) d^i^i^ (nheh, 90^) ist 

l(% + eai = 1^ 4- |ei = [e^t^] + [^ej]. 

Dagegen, wenn 

»1 = Ci + Ca, Si = e,, a3 = 63 
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irt, fo ist zwar [aiasAf] zs [eteges] ;3l, aber, bei Anwendung der Bo- 
zeichnung in obigem Satze, 

la» = [aiaaaa][aaaa] = [a^a,] = [eaC,] , 
alfo Ton |ai nm [e|e|] verschieden. Im folgenden Kapitel wird fich 
ergeben , welehe fieziehangen zwischen ei • • «en und 4t| • • -a^ stattfinden 
müssen, wenn |A:sIA fein foU. 

111. Wenn 

i = [ai . . . . a J = [PPT == [AAT = [BBT = [CC] • • • . 
ist, undP, P^ A, A^, B, B^ C, C'*-« keine andorn einfttchen 
Fakloren enthatten, als die der Reihe af • • -a^ angehören und 

P = [ABC....] 
ist, fo ist auch 

P = [A'B'C'....]. 
Beweis. Es fei untw lA dasfelbe verstanden , wie in 

vorigen Beweife, fo ist 

IP = [PP'JP =: P', lA = [AAI A' = A' u. f. w. 
Nun ist, da nach dem vorigen Satze aDe früheren Sfttse, alfo 
namentlich auch Satz 98 noch gilt, wenn man überall das 
Zeichen I statt | fetzt, 

l[ABC...] = [IAIBIC ..], 
alfo 

IP = [IAIBIC..]. 
Alfo, da IP = P', IA=:A', IB = B', IC = C'.... ist, 

P' = [A'B'C'..-]. 

112. Wenn man aus n Grössen erster Stnfb, deren 
komh|natorisches Produkt 1 liefert, die multiplikaliven Kom- 
binationen zur n — 1-ten Klasse bildet, und die Elemente 
jeder Kombination alphabetisch , die Kombinationen felbst lexi- 
kogrq^hisofa unter ier Annahme ordnet, dass die Reihe jener 
n Gröwen als em Alphabet betrachtet wird , fo ist das Produkt 
ans den n — m ersten diefi^ Kombinationen gleich dem Pro- 
dukt ans den m ersten jener n Grössen , d. h. 

[An A„4.J = [ai aj, 

wenn 

Ar=5 [Si- • • a^iarfi- • -aal 
nnd [ai-*aj = l ist. 

Beweis 1. Iqh beweife zuerst, dass 

[ai--"8A] = [%---«r-i] 



1 
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fei. Es ist nach der gewftUten Beichnttng 

A, = [ai- • • 8,-1 a^+i aj. 

Airol 

[ai- • -a^AJ = [ar • '«rCar • •«p-i«r+i' • -«n)] 

= [ai«-*a^i], 
da [ai-'-aJ = 1 ist. 
S. Semit isl 

[AaAn-.i] = [ai- • -an^iAnJ = [aj- • -an-a] 

[AnAn«iAn-«] = [ai an^An^j] = [ai- • -a^-a] 

u. f. f. AKo 

[AnA„_i- • «An^] = [ai- • • «an--,-!]. 
Alfo, weaa n — r — 1 =a m tat, . 

[AnAn-f • • Aaj4-i] = [ai- • -aa]. 
113. Wenn Ci9 Ca,**- die multiplikatiyen Kombina-* 
tionen aus den einfachen Faktoren (erater Stufe) einer von 
null verscbiedenen Grösse B ßnd, nnd D, jedeamal aus den- 
jenigen Faktoren von B besteht, welche in C, fehlen, nnd 
zwar die Faktoren fo geordnet, dass jedesmal 

[CA] = B 
ist, fo ist f&r jede Grösse A, deren Stufenzahl die Stufen- 

zabl von D zu der des Hauptgebietes ergänzt, 

[AB] = Z[ADJCr= [ADilCi + [AD^IC + • • -. 

Beweis. Es möge m die Anzahl der einfachen Faktoren 
von B fein und n die Stufe des Hauptgebietes, a die SMen- 
zaU von A, und fei B = [bi, b2--*bm]- 

Da nun nach der Annahme B von null verschieden ifit^ 
fo stehen (nach 613 bi^^-b^t in keiner ZahlbeeiehuBg zu ein* 
ander, folglioh lassen ficfa (nach. 20) zu ihnen noch n — m 
Grössen erster Stufe bo^^.^ • • • b^ von der Art hinzufügen , dase 
Tich alle Grössen erster Stufe , welche dem betrachteten Haupt* 
gebiete angehören, auis ihnen numerisch ableiten lassen. Dafla 
Iftsst fleh A als Grösse o^ter Stufe aus den multi^&idiveii 
Kombinationen der n Grössen bi« • -b,^ zur «*ten Klasse nime- 
risch ableiten, aUb fich in der Form 

A = ctjAi 4" öj Aj -f- • • • • =5= ^ ft,A, 
darstellbar, wenn Ax, A2 >• • • die multiplikativen Kondiinationen 
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aus lH*-*bn zur o-ien Klasse find. Es Teien diere Kombina- 
tionen Ai, A),* - • ^ gewihll, dass jedesmal A, aus denjenigen 
jener n Grössen besteht, welche in D, fehlen. Dies ist alle- 
mal .möglich , da Dp nach der Anpahme n— - a jener Grössen 
enlhtfU I>wu ist 

[AB] = 2 ^(M3R^ I ^i^AAW [41] 

= Za.[A,-C,DJ, 
da nneb der Annahme B=^[CrDJ ist. Da nun C, nur folche 
jener n Grössen bi-'b^ enthält, die dem D,. fehlen, und A, 
Ammtliche in D, fehlenden Grössen bi^^-bs enthält, fo ist C^ 
dem A, untergeordnet, fomit (nach 108) [A,«C,DJ = [A^DJC^, 
aUb 

[AB] = Za.[A,DjC.. 
Nun ist aber [AaDJ = 0, wenn s von r verschieden ist, 
weil dann A^ mindestens einen Faktor enthält, der auch in D, 

vorkommt, alfo kann man statt ar[A,.DJ sehreiben ^ag[A,DJ, 
wo fieh die Sranme nur auf den Index s bezieht, d. h. es ist 

a,[A,D J = 2,a,[AA3 = [I^tt ÄPr] = [AD J , fomit 
[AB] = Z[ADJC,. 

§. 6. Yerteauehnng der Faktoren und AnfUsiu^ der Klammem 
lA mnem reinen und genusohten Produkte. 

114. Erklärung. Wenn »ehr als zwei Grissen A, 
B, C, • • • fo zu einem Produkte verknüpft find, dass fie keiner 
andei^n als der progressiven Multiplikation untwliegen, fo 
ienn«ich das Produkt ein rein progressives Produkt jener 
Grössen, wenn fie dagegen keiner andern als der regressiven 
MultipUkation unterliegen, oder, falls das Gefanmtprodukt von 
millter Utiife ist, nur die letzte das Gefannntprodukt bildende 
Multiplikation eine progCjessive ist, fo nenne ich das Produkt 
ein rein regressives, in beiden Fällen ein i^eines, in 
jedem andern Falle ein gemischtes, d. h. wefnn in dem 
Produkte [ABCD • • * • JK] , das Pr*odukt [AB] ain Regressives, 
(hs Produkt der zwei Grössen [AB] und C wieder ^n pro- 
gressives , ebenfo das Produkt der zwei Grössen [ABC] und D, 
tt. f. f., endlieh aioh das Produkt der zwei Grössen [ABCD* • • J] 
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und K ein progressives ist, fo ist [ABCD- * -JK] ein rein pro- 
gressives Produkt der Grössen A, B, C, D,*--J, K. Wenn 
hingegen alle jene Produkte regressive find, oder wenigstens 
nur das letzte , nftmlich das der zwei Grössen {ABCD • • - J] 
und K ein progressives Produkt, und zwar von nulher ^ufe 
ist, (o ist [ABCD-*'JK] ein rein regressives Produkt der 

Grössen A, B, C, D,---J, E. 

A D m. Dass das Produkt aufh in dem Falle als ein rma reg^i^emvea 
betrachtet wird, wenn die letzte Multiplikation, die das ganze Pro- 
dukt nullter Stufe bildet, eine progressive ist, beruht darauf, dass 
die progressive Multiplikation, welche ein Produkt nullter Stufe bildet, 
auch infofem zugleich als regressive Multiplikation betrachtet werden 
kann, als alle spefiellen Gefetze regressiver Multiplikation ebenfo i&c 
dasfelbe gelten, wie die speciellen Qefetze progressiver Multiplikation. 
Als Beispiel einer folchen rein regressiven Multiplikation diene das 
Produkt [ab'ac*bc], wenn das Hauptgebiet von dritter Stufe ist. 

118. Wenii ein Produkt mehrerer Grössen [ABC-] 
ein rein progressives ist, fo ist das Produkt der Ergänzungen 
[|A|B|C-**] ein rein regressives und umgekehrt. 

Beweis. Denn (nach 97 Zuf.) gilt dies für zwei Fak- 
toren, alfo da [AB] ein progressives ist, fo ist [|A{B] ein 
regressives, und da [(AB)C] ein progressives ist, fo ist 
['(AB)|C] ein regressives, alfo [|A|6|C] ein rein regressives 
u. f. w. 

116. Ein Produkt von m Grössen A, B, C, -• J, K 
ist ein rein progressives, wenn die Summe der Stufonzahlen 
diefor Grössen ebenfo gross oder kleiner als die Stufenzahl (n) 
des Hauptgebietes ist, hingegen ein rein regressives, wenn 
jene Summe ebenfo gross oder grösser als n(m — i) ist, ein 
gemischtes, wenn jene Summe grösser als n und kleiner als 
n(m — 1) ist. 

Beweis 1. Es foien a, ß\ y^"* ^^^ Stufonzahlen der 
Grössen A, B, C, • • •. Wenn a + /9 + y+'*'t-f«==^n 
ist, fo ist auch a -i- ß '<n, alfo das Produkt [AB] (nach 94) 
ein progressives; aber auch a -f- /^ + y ^ n, alfo das Produkt 
der zwei Grössen [AB] und C ein progressives, u. f. f. End- 
lich auch ct-f-/? + y+'*'^ + * = *^n, alfo auch das Produkt 
der zwei Grössen [ABC • • • J] und K , da die Stufe von [ABC • • • J] 
(nach 95) gleich a -f i* + y + • ' • ^ ist> ei» progressives. 
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Ebenfo folgt das Umgekehrte, dass nfimlichy wenn [ABC* • -JK] 
ein rein progressives Produkt ist, a -f ^ + y +* ••+ ^ + * 
= < n fein muss. 

2- Wenn a + ß + y -\ [• i, + x = > n(m — 1) ist, 

fo können wir dies auch To schreiben : (n — a) + (n — ß) + 
(n — y) H — • • -f- (n — 4" (f* — x) == -< n, weil nämlich m 
die Anzahl der Grössen A, B, C,*** J, K ist. Da nun^n-- a 
die Stufenzahi der Ergänzung von A, d. h. die Stufenzahl von 
|A ist u. f. w. , fo ist das Produkt 

[lA|mC...|J.K] 
nach Beweis i ein rein progressives.^ folglich (nach 115) 
[ABC-"JK] ein rein regressives. 

117. Die Stufenzahl eines rein progressiten Produktes 
ist 0, wenn die Summe der Stufenzahlen feiner Faktoren gleich 
der Stufenzahl n des Hauptgebietes ist, in jedem andern Falle 
ist die Stufenzahi jenes Produktes gleich der Summe der Stufen- 
zahlen feiner Faktoren. Die Stufenzahl eines rein regressiven 
Produktes ist = g — (m — l)n, wenn g die Summe der Stufen- 
zahlen feiner Faktoren und m die Anzahl diefer Faktoren ist. 

Beweis.. Für zwei Faktoren ist der Satz in 95 be- 
wiefen. Ist nun das Produkt [ABC- • • JK] ein rein progressives, 
und lind a, j^, y,- • • t, x die Stufenzahlen von A, B, C- • • J, K, 
fo ist die von [AB] = a + /?, die alfo von [(AB)C] = a + i3 
+ y u. f. w.; alfo die von [ABC " -i] = a -^ ß -}-y+«-«ip. 
Ist nun OL + ß -{- y -\ — .4 + x<n, foisl nach demfelbön 
Satze (95) die Stufenzahl von [(ABC • • • J3K] = a + j3 -f y 

-(- • • ' + Xy wenn aber ß -^ ß -{' y ~\ 6 + x = n ist, fo 

ist fie nach demfelben Satze null. Ist zweitens das Produkt 
[ABC* • • JK] ein rein regressives, fo ist nach dem angeführten 
Satze die Stufenzahl von [AB] gleich a + ß — n, alfo die von 
[(AB)C] gleich a + i^ + y — 2n u. f. w. , alfo wenn m die 
Anzahl der Faktoren von [ABC* • • JK] ist, die Stufenzahl diefes 

Produktes =a + i^ + y + "'+^ + ^""(j»— On. 

118. Das Gebiet eines rein progressiven Produktes ist 
gleich dem feine fämmtlichen Faktoren verbindenden Gebiete, 
und das Gebiet eines rein regressiven Produktes gleich dem 
feinen fämmtlichen Faktoren gemeinschaftlichen Gebiete, vor- 
ausgefetzt, dass in beiden Fällen das Produkt nicht null ist. 

6 
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Beweis 1. Es fei [AB-«--] ein rein progressives Pro- 
dukt und A = [ai« • • -aq], B = [bi« • «bj, u. f. w., wo ai,* • -aq, 
bi, • • • bry u. r. w. Grössen erster Stufe find, fo erhält man 
[AB« • •] = [(ai- • -aqXbi bj- • • •]. 

Da nun das progressive Produkt stets zugleich ein äusseres 
ist, fo kann man (nach 80) die Klammern weglassen und es 
wird der letzte Ausdruck 

= [ai' • »aqbi* • b,' • • •]. 

Das Gebiet des Produktes ist alfo (nach 77) das aus feinen 
einfachen Faktoren ai, ---aq, b^, • • •b,,- • • • mimertsch ableit- 
bare Gebiet. 'Ebenfo ist das Gebiet von A das aus ai,*-*aq 
ableitbare Gebiet u. f. w. und (nach 15) ist das aus den Grössen 
zweier oder mehrerer Gebiete A, B, •• ableitbare Gebiet, 
das diefo letzteren verbindende Gebiet, alfo das Gebiet des 
progressiven Produktes [AB---] das die Faktoren A, B,-»- 
verbindende Gebiet. 

2. Es fei [AB] ein von null verschiedenes regressives 
Produkt, alfo die Stufenzaklen a und ß der Faktoren A und 
B zufanunen grösser als n, fo haben A und B ein Gebiet 
a -\- ß — n-ter Stufe gemein; aber auch kein Gebiet höherer 
Stufe, weil fönst (nach 109) das Produkt null fein würde. 
Alfo lassen fich A und B auf einen gemeinschaftlichen Faktor 
D von a + |9— n-tcr Stufe von der Art bringen, dass A =DE, 
B=DF und D, E, F einfache Grössen find; dann ist (nach 105) 

[AB] = [DE DF] = [DEF] D = D, 
da [DEF] eine von nuU verschiedene Zahl ist, d. h. das Ge- 
biet von [AB] ist gleich dem den Faktoren A und B gemein- 
schaftlichen Gebiete. Tritt nun noch ein Faktor C hinzu, 
fo wird 

[ABC] = [DC] = E, 
wenn E das dem D und C gemeinschaftliche Gebiet ist, alfo 
das dem A, B, C gemeinschaftliche u. f. w. 

119. In einem reinen Produkte kann man Kl$)mmern 
beliebig fetzen ujid weglassen, d.h. 

tA(BC)] = [ABC] , 
wenn [ABC] ein reines Produkt ist. 

Beweis 1. Wenn das Produkt ein rein progressives ist, 
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(o ist es .(nach 94) auch ein äasswes , alfo (nach 80) die 
Klammerfetsung gleicbfültig fQr's RefuUat. 

2. Wenn das Produkt [ABC] ein rein regressives isl, To 
ist (nach 114) das Produkl [!A|B|C] ein rein progressives, alb 
nach Beweis 1 

[|A(|BiC)] = [|A|B|C], 
d. h. (nach 101) 

[A(BC)] = [ABC]. 

119b. Ein reines Produkt behält Teinen Werth, wenn 
man feine Faktoren in lauter Faktoren erster oder (n — l)-ter 
Stufe auflöst, je nachdem das gegebene Produkt ein progressives 
oder regressives war. Auch behauptet das Produkt in Bezug 
auf diefe neuen Faktoren feinen Charakter, als rein progressives 
oder regressives, d. h. wenn- 

P = [AB..E] 
ein reines Produkt der Faktoren A, B, • • • £ ist, und 

A = [ai- • -aq], B = [a^+i* • • -aj u. f. w., E = [at+i a«] 

und ai-«*aa Grössen erster oder (n — l)-ter Stufe find, je 
nachdem das Produkt [AB • • • £] ein progressives oder regres- 
sives ist, fo ist auch 

P = [aiaa au] 

und zwar auch dies Produkt ein rein progressives oder regres- 
sives, je nachdem das gegebene Produkt [AB*-*£] es war. 

Beweis. Wenn das Produkt [AB* • *£] ein rein progres- 
sives ist, fo ist die Summe der Stufenzahlen von A, B, • • •£, 
d, h. u, kleiner als n, fomit bleibt es auch (nach 116) ein 
rein progressives in Bezug auf die Faktoren a^v-aa, wenn 
man statt A fetzt [aj* • «aq] u. f. w., folglich kann man (nach 
119) die Klammern weglassen und erhsit P = [aia2 • - -au]. 
Ist aber [AB • • • £] ein rein regressives Produkt, fo wird 
[|A|B---|£] (nach 115) ein rein progressives; und wenn A 

= l^v • '^q] '** ^* f* W'j ""^ •!> «a Grössen (n — l>ter 

Stufe find, fo ist |A = [|ai- • -laq] u. f. w., wo |ai,- • -[au Grössen 
erster Stufe find, fomit nach Beweis 1 

[|A|B...(E] = [|ai M. ' 

Alfo auch (nach 101) 

[AB E] = [ai au], 

und dies ein rein regressives Produkt (nach 115). 
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120. Ein reines Produkt bleibt fleh Telbst kongruent, 
wenn man die Ordnung der Faktoren' beliebig ändert, d. h. 

Pa, b ^ Pb, a. 

Beweis 1. Sind q und r die Stu renzahlen von A und 

B, und ist zuerst das Produkt [AB] ein progressives, To ist 

(nach 58) 

[AB] == (— l)<i'[BA] , alfo [AB] s [BA]. 
Ist das Produkt [AB] ein regressives, die Stufe des Haupt- 
gebietes n, fo ist [fA|B] (nach 115) ein progressives Produkt, 
und da n — q und n — r die Stufen von |A und |B find 

[|A|B] = (- l)^«'-^('»-')[|B|A], 
alfo (nach 101) 

[AB] = (— l)C'^-^)("-')[BA], alfo auch [AB] = [BA]. 

2. Ist ferner das Produkt [PAB] ein reines, fo ist 

[PAB] = [P.AB] [119] 

= [P.BA] 
nach Beweis 1 und nach 2, 40; dies wieder 

= [PBA] [119], 

alfo 

[PAB] = [PBA], 
d. h. das Produkt bleibt fich kongruent, wenn man zwei auf 
einander folgende Faktoren vertauscht. 

3. Durch Vertauschung zweier auf- einander folgender 
Faktoren kann man nun nach und nach jeden Faktor auf jede 
beliebige Stelle bringen, alfo den Faktoren jede beliebige 
Ordnung geben, während dabei nach Beweis 2 das Produkt 
fleh kongruent bleibt. 

121. Wenn ein reines Produkt zwei einander incidente 
Faktoren, deren Slufenzahl nicht null ist, enthält, fo ist das 
Produkt null, d. h. Pa,b = 0, wenn P reines Produkt und A 
ynd B incidente Faktoren find. 

Beweis 1. Sind A und B die einander incidenten Fak- 
toren, MS der eine dem andern untergeordnet, etwa B dem 
A, fo ist B das gemeinschaftliche Gebiet und A das verbin- 
dende, alfo das Produkt [AB], da die Stufe von B :> O^ und 
die von A <: n ist, (nach 109) null. 

2. Enthält alfo ein. Produkt P zwei einander Incidente 
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Faktoren A und B, To k«nn man (nach 120) die Faktoren To 
ordnen^* dass A und B auf einander folgen, wobei das Pro- 
dukt fich felbst kongruent bleibt, aUb auch (niach 2) in dem 
einen FaUe null bleibt, wenn es in dem andern null ist. Dann 
kann man (ifach 119) diefe beiden Faktoren in eine Klammer 
schliessen. Ihr Produkt ist null nach Beweis 1 , alfo ein Faktor 
von P null, atfo auch P felbst null. 

122. Bin gemischtes Produkt dreier Grössen [ABC] ist 
dann und nur dann null, wenn entweder [AB]=:0 ist, oder 
alle drei Grössen A, B, C von einem Gebiete von niederer 
als n-ter Stufe umfasst werden, oder ein Gebiet von höherer 
als 0-ter Stufe gemein haben. 

Beweis. Es feien a, /?, y die Stufenzahlen von A, B, C, 
alfo a + i? + y >n und <: 2n (nach 116). Es fei [AB]^0, 
und fei zuerst a ■{- ß :^n etwa = n -f (f , fo hissen fich (nach 
87) A und B auf einen gemeinschaftliehen Faktor ^-ter Stufe 
D bringen, fo dass A = DE, B = DF find, fo ist 

[AB] = [DEF]D . [105], 

aUb da [AB] nach der Annahme ^0 ist, fo muss auch [DBF] 
^ fein. Dann ist 

[ABC]=:[DEF][DG], 
alfo, da [PEF] eine von null verschiedene Zahl ist, fo ist 
[ABC] dann und nur dann null, wenn [DC] es ist. Die Stufe 
von [DC] ist =Ä^4-y = a-f/J — n + y, alfo < n , da o + 
/} -f y <: 2n ist. Alfo ist das Produkt [DC] dann und nur dann 
null (nach 109), wenn D und C ein System von höherer als 
nuUter Stufe gemein haben, d. h. (da D das gemeinfame System 
von A und B ist) wenn A, B und C ein Gebiet von höherer 
als nullter Stufe gemein haben. Es fei zweitens a -f- /}== <^ n, 
fo ist [AB] ein progressives Produkt, alfo, da [AB] nach der 
Annahme ^0 ist, das Produkt [(AB)C] (nach 109) dann und 
nur 'dann null, wenn [AB] und C, d. h. A, B und C, von 
einem Gebiete niederer als n-ter Stufe umfasst werden. So- 
mit bewiefen. 

123. Die Ordnung, in welcher man mit zwei einander 
incidenten einfachen Grössen fortschreitend multiplicirt, ist 
gleichgültig für das Refultat, d. h. 

[ABC] = [AGB] , wenn B incident C. 
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Beweis i. Wenn B oder G von nulUer Stufe , d. h. 
Zahlen find, fo findet die Gleichheit heider Seiten stflK (nach 
13). 'Wenn die Produkte reine find, fo Ttnd beide SeHen 
(nach 121) null, folglicl| ist der Satz nur noch zu erweifen 
für den Fall des gemischten Produktes, in welchem B und C 
von h&herer als nullter Stufe find ; d. h. (wenn a , ß^y die 
Stufenzahlen von A, B, C find, und n die des Hauplgehietes) 
für den Fall, dass a -^ /? -f 7 ^ n vnd <: 2n und ß und y von 
null . verschieden find. Wir können, da die zu erweifeniie 
Formel fich nicht ändert, wenn man B und C mit einander ver- 
wechfelt, annehmen, dass ßz=:<:y fei, d. h. da B und C ein«^ 
ander incident find, dass B dem C untergeordnet feij Ausser- 
dem nehmen wir zunächst an, auch A fei eine einfache Grösse. 
Da die Summe a -^ ß ebenfo gross oder kleiner als die Surame 
a-f / ist, fo ßnd nur drei Fälle mdglich: entweder beide 
Summen find kleiner als n, oder beide grösser als n, oder 
es ist a + Y^=^> n und a -f /* = *^ '*• 

2. Sind beide Summen kleiner als n, alfe auch ce -f }^ <^ n, 
fo werden dj^ drei Grössen A, B, C, von denen B der Grösse 
C untergeordnet ist, von einem Gebiete a -{- /^ter Stitfe, alfo 
von einem Gebiete von niederer als n^ter Stufe limissst, fo« 
mit find (nflch 121) fowohl [ABC] als [AGB] null, alfo 

[ABC] = [AGB]. 

3. Siiid a + ß und o + y > n, fo find (n — a) + (" — ß) 
und (n ~ «) + (n — y)<:n, alfo dann, 4la n — a, n — /?, 
n — y dte Stufenzahlen der Ergänzungen von A, B, C find, 

[|A|B;C] = [|A|6|B] (nach Beweis 2), 

alfo (nach 101) 

[ABC]= [AGB]. 

4. Ist o + y == ^ » und a + /^ = < n, ersteres etwa 
^^ t. Jj wo S auch null fein kann, fo müssen (nach 87) Aund 

'*' *" einen gemeinschaftlichem Faktor D von J-ter Stufe 

If^d^"^ in der Art, dass C = tDE] fei, wo D und E 

n find und D dem A untergeordnet ist. Dann 



/ ^f^ A v^'^^^ ^^^^^' ^^^ *^ Summe der Stuffenzahlen 
^ ^\ ^^j""^ . , h a + y - <r = », fomit ist (nach 108) 
' V » i^y^ ^>c n IS VA.DE] = [AE]D, alfo 
^' Jalt alfo ^3^DB3^ 
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Hier ist das Produkt [DB] ein progressives , da # -f /^ = 
a + ß + y — n<:n ist, indem das Produkt ein gemischtes 
feifi rollte. Wenn nun [DB] null ist, fo haben (nach 109) D 
und B * ein Gebiet von höherer als nüllter Stufe gemein , dann 
haben aber auch, da D dem A untergeordnet ist, A und B 
dies Gebiet gemein, das Produkt [AB] ist aber, da a -f /} 
= -<n ist, ein progressives, ibiglich dies (nach iO0) null. 
Alfo dann auch [ABC] = 0, ebenfo wie [AGB], und Tomit 
beide einander gleich. Ist aber [DB] ^0, To ist, da D und 
B beide dem C untergeordnet und, auch ihr verbindendes 
Gebiet [DB] dem Gebiete von C untergeordnet, alfo C (nach 
79b) in der Form [DBF] darstellbar, wo F wieder eine ein- 
fache Grösse ist. Dann wird, da wir oben C = DE fetzten, 
E = BF gefetzt werden können, und man crhfilt: 
[ACB] = [AE][DB] = [ABF][DB]. 

Ferner : 

[ABC] = [AB . DBF] = [ABF][DB] (nach 108), 

weil nämlich D dem A untergeordnet ist, alfo [DB] dem [AB], 
and weil [ABF] = [AE], wie oben gezeigt, von nuUter Stufe 
ist. Alfo erhält man [AGB] = [ABC]. 

5. Hiermit find, da /}=:=<:/ angenommen war, alle 
Fälle erschöpft, fofern A eine einfache Grösse ist. Ist nun 
A eine zufammengefetzte Grösse, fo ist fie immer (nach 77) 

aus einfachen Grössen numerisch ableitbar. Es fei A =^ a,A„ 
wo alle A, einfache Grössen find, fo ist 

[ABG] = ^^[^^] [44] 

= JS^ör[ArCB] [nach Beweis 1 — 4] 

= [ACB] [44]. 

124. Wenn q, r, s die Stüfeazahlen dreier einfacher 
Grössen A, E, G find und n die des Hauptgebietes, fo find 
die Produkte [ABG] und [AGB] nur in folgenden Fällen kon- 
gruent 

[ABC] = [AGB] , 

a) wenn a-i- ß •^•y=^<n ist, dann ist 

[ABC] = (-1)"[AGB], 

b) wenn a-}-/? + y = ^2n ist, dann ist 

[ABC] = (— l)(»-')(n-.) [AGB] , 
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c) wenn [AB] und [AC] null ßnd, dann i9t 

[ABC] = [AGB] = 0, 

d) wenn [ABC] ein (femi$cbtes Produkt ist und A, B 
uud C entweder ein Gebiet von höherer als nullter Stufe ge- 
meia haben oder von einem Gebieta von niederer als n-ter 
Stufe umfasst werden;- dann ist 

. [ABC] = [AGB] =0, 

e) wenn q-fr + s = n4-t ist und B und C entweder 
ein Gebiet von t-ter Stufe gemein haben oder von einem Ge- 
biete t-ter Stufe umfasst werden; dann ist 

[ABC] = (— l)<'-*)(»-0[ACß] , 

f) wenn B und C einander incident ßnd; dann ist 

[ABC] = [ACB]. 

Beweis. Formel a) ist in 58 bewiefen. Ist q + r -j- s 
= > 2n, fo ist (n — q) + (n — r) + (n — s) = < n, alfo da 
n — q, n — r, n — s die Stufenzahlen der Ergänzungen von 
A, B, C Tmd, fo ist in diefem Falle 

[|A|B|C] = (-> iy»-')('»-«)[|A|C|B] (Formel a). 

Alfo (nach 101) 

' [ABC] = (~ l)('^-^)Cn-.)[ACB], 

Somit ist Formel b bewiefen. Da in diefen beiden FäHen 
q -f- r -J- s entweder = <: n oder =^.> 3n war, fo bleibt nur 
der Fall übrig, wo q4- r + s ^ n und < 2n ist, alfo der 
Fall des gemischten Produktes. Angenommen zuerst, [ABC] 
fei null. Ein gemischtes Produkt [ABC] ist (nach 122) dann 
und nur dann null, wenn entweder [AB] ==0 ist, oder alle 
drei Grössen A, B, C von einem Gebiete niederer als n-ter 
Stufe umGasst werden, oder ein Gebiet von höherer als nullter 
Stufe gemein haben. Tritt einer der beiden letzten Fälle ein, 
fo ist fowohl [ABC] als- [ACB] null, und alfo [ABC] = [ACB] 
= 0, fomit Formel (d) bewiefen. Tritt aber von diefen beiden 
Fällen keiner ein, fo kann [ABC] nicht anders null werden, 
als wenn [AB] null ist; ist dies der Fall und Toll dann [ABC] 
kongruent [ACB] fein, fo muss auch^ [ACB] nult fein, dies 
kann aber, da die beiden genannten Fälle ausgeschlossen find, 
nicht anders geschehen als wenn auch [AC] null ist, und es 
tritt alfo dann der Fall (c) ein. Es bleiben alfo nur noch 
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fibrig. ©a q + r + s <c 2n und >* n ist , fo können Wir q + r 
-f s = n -f- 1 fet«e;r, wo t X> und -c n ist. Nun feien hier 
(genau wie ia 123) drei FÜle unterschieden. Erstens der, 
wo di« Summen q + s und q -{- r beide kleiner -als n find. 
Dann ist, da [AB] und [AC] dann von null verschiedene pro- 
gressive Produkte find , q -f- r die Stufe von [AB] yiid q -f s 
die von [AC]. Dann haben [AB] und C (nach 26) einen 
Faktor von q + r-f-s — n-ter, d. h. t-ter Stufe gemein. DitfCwr 
fei t> , und fei C = [DE] , fo ist die Summe der Stufenzahlen 
von Ay B.) E gleich n, und D ist dem [AB] untergeordnet. 
Folglich ist dann (nach 108) 

[ABC] = [AB DE] = [ABB] • D. 
Alfo da [AB£] eine Zahl ist, fo ist [ABC] = D, fwiit 
muas, wenn [ABC] = [ACB] feivfoll, auch [ACB1 = D fein, 
d. h. [AC] ujid B Müssen fleh auf einen mit D kongruenlea 
gemeinschaftlichen Factor bringen lassen, alfo auch auf den 
Faktor D felbst; folglich muss D dem B untergeordnet fein, 
CS war aber auch dem C untergeordnet, d. h. B und C lassen 
fleh auf den gemeinschaftlichen Faktor t-ter Stufe D- bringen, 
d. h. haben ein System t-ter Stufe gemein , Avas die erste Be- 
dihgung für Formel (e) ist. Es fei B = [DF] , fo ist 

[ABC] = [AB . DE] = [ABE]D [108] 

= [A(DF}E]D = [ADFE]D [119] 

[ACB] = [AC . DF] = [ACF]D [108] 

= [A(DE)F]D = [ADEFID [1 19]. 

Da nun C=H;DE] war, fo ist E von (s~t)-ter Stufe, 
und da B = [DF] war, fo ist F von (r — 0-ter Stufe, Ibmit 

[ADFE]D = (- l)fr-t)(-t) [ADEFID [58], 

alfo . • 

[ABC] = (~ l)fr-*)C«-t)[ACB], 
was die Formel (e) ist.« 

Sind hingegen die beiden Summen q-fr und q-f-s jfPösser 
als n, fo find die Summen (n — q) + (n— t) und (n — q) 
■f (n — s) kleiner als n , und (n — q) + (n — r) + (n — s) 
=: n + (n — t). folglich find in diefem Falle (nach Fall e) 

die Produkte [|A|BJC] und'[|A|C;B] nur dann einander kon- 

6* 
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grueAl, wenft fich |B.ttttd [C auf eine^ yniieijwcbaftHchen 
Faktpr von (n — t)-ter Stufe bringen latsan, Dierer fei |D 

und fei |B = [|D|F], |C==:[|D|E], fo ist (lipeh e) 
[|A|B1C] = (-!)(*-') (t-)|]AjC|B}. 
Aber (nach 98) ist dann 
B — [DF], C=«:[DE] 
[ABC] = (- l)(*-'><*-)[ACB3 = (- iy'-*)(»-*)[ACB3, 
d. h. es tritt die zweite Bedingui|g der Formel (e) und diefe 
Mfcst ein, indem nämlich das Produkt B = [DF], da B von 
geringer Stufe als D ist, als regressives erscheint, und elen- 
fo [DE], und alfo B und C beide dem D untergeordnet find, 
alfo von dem Gebiete D umfasst werden. 

Es bleibt fomit nur noch der Fall übrig, wo von den 
Summen q + r und q + s die eine, etwa die erstere, ebenfo 
gross oder kleiner, die -andere ebenfo gross oder grösser als 
n ist. Dann iassen (leh (nach 26) [AB] und G «uf einen ge- 
meinschaftlichen Faktor q+r + s — i?-ter, d. h. t-ter Stufe 
bringen. Diefer fei D, und fei C = [DE]*), fo wirti 

[ABCj = [AB. DE] = [ABE]D [108]. 

Ferner felq -{- s = n -f v, fo haben A und C einen Faktor 

von v-ter Stufe gemein, diefer fei F, und fei C = [FG], fo ist 

[AC] = [A . FG] = [AG]F [108]. 

Alfo 

[AGB] = [AG1[FB]. 
Soll alfo [ABC] = [AGB] fein, fo muss, da [AB£] und 
[AG] von null verschiedene Zahlen find, D = [FB]fein, d. k. 
B- ist dem D untergeordnet, aber auch D d«m C, alfo B. dem 
C untergeordnet, ß, h. B und C .flnd einander incident.. Die^ 
ist die Bedingung der Formel (f) und (nach 123) ist dann 
[ABC] = [AGB]. 
Somit der Satz vollständig bewiefen. 

125. In denfelben und in keinen andern Fällen (wie 
in 124) ist 

[BAG] = [B.AG]. 

*) Sollte q4-r = n fein,- fo würde E von nu^lter Stufe fein, was 
in dem obigen Beweife mit eingeschlessen ist, dasfelbe gilt im Fol- 
genden von F. 
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BsWeis. Es ist in den in 121 atigeiiltfinlneiieii FftBen 

[BAC] = [ABC] • [58] 

s[ACB] [123] 

s[B.AC] [58]. 

und umgekehrt folgt aus der letzten Kongruenz wieder die erste. 

Anm. £b crgiebt fidi ins Befonderc für Fall (c) und (d) 
[ABC] = [B.AC]=0^ 
für Fall (a) und (b) 

[BAC] = [B.AC]. 
Dagegen spaltet ßch der Fall (e) in zwei Fälle ^ nämlich wenn 
die Summen q-j-r and q + s kleiner als n fmd, fo ist 

[BAC] = (-l)q*[B.AC], 
and wenn jene Summen grösser als n find, 

[BAC] = (— l)(n-qXn-t)[B. AC]. 

Der Fall (f j spaltet fich in zwei Fälle , nämlich wenn q + r kleiner, 
und q + 8 grösser als n ist, fo wird 

[BAC] ^ { - l)r(tt-8)[B .ÄC] , 
wenn umgekehrt q4~r grösser und q-^-B kleiner als n ist^ 

[BAC] = (- l)(n-r)a[B.AC]. 

Wenn eine der Summen gleich n ist, fo- gilt fowohl diejenige 
Formel, bei welcher die Summe grösser, als diejenige, wo fie kleiner 
als n Yorausgefetzt war, indem dann beide Formeln identisch werden. 
Auch ist zn bemerken, dass wenn in f, d. h. in dem Falle der Incidenz 
von B ui|d C, die Bedingung eintritt, dass beide Summen gr&sser als 
n oder beide kleiner als n find, fowohl [BA], als [B-AC] null werden, 
and alfo zugleich der Fall c oder d statt hat. 

126. Ein Produkt nullter Stufe bleibt rieh felbst kon- 
gruent, wenn man die Ordnung «Her feiner Faktoren umkehrt, 
oder die letzten Faktoren in beliebiger Anzahl mit umgekehrter 
Ordnung in Klammern schliesst, d. h. 

[AiA, An-iA J = {A^Aa-i Aj Ai] 

= [Ai-AaAa-i Aa], 

Beweis. Es fei zuerst 

[AiA3-..-A„«2] = P, 
fo ist 

[A1A2 Aa«.iAJ = [PA^-iAJ. 

Da das Produkt von nullter Stufe fein foll, fo muss die 
Sunüme der Stufenzahlen von P, An_x, X^ Cnach 96) durch 
D IheilbBr, alfo, da die einzelnen Stufenzahlen ^0 und <^ n 
find, entweder gleich n oder gleich 2n fein; im ersteren Falle 
ist das Produkt der drei Grössen P, An_i, A^ ein rein pro- 
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grmaheBy im hitxlerM eki rein rergpessives, in heitd9ä alfo 
ein reines, tomit (nach 125) 

[PA._xAJs[P.A„A„^J, 
oder 

[A1A2 An-i A J = [Aj • • • An-2 • Aa Ab_-J. 

Betraditen wir diefen Ausdruck als ein Produltt der drei 
Grössen [Af«An_3], An_2 ''od [AnAu^i], To erhalten wir auf 
gleiche Weife den zuletzt gewonnenen Ausdruck 

= [Ai- • • An-^ • Aa Aa-iAn^a]. 

Wendet man dies Verfahren r-mal an, fo erhält man 

[Ai AJ = [Ai- • • -An^^i- AnA^.f . -AnJ, 

d. h. das Produkt bleibt fleh felbst kongruent, wenn man die 
letzten Faktoren in beliebiger Anzahl (r) mit umgekehrter 
Ordnung in Klammern schliesst. Hiernach wird nun auch 

[AiAa AJ s [Ai- A„An_i A^], 

fomit (naeh 58) 

^[AnAn-r-'AaAi], 
alfo auch der erste Theil des Satzes bewiefen. 

§. 7. Zurückleitung und Ersetzung. 

127. Erklärung. Wenn n die Stufenzahl dea Haupt- 
gebietes, Ai***Ay die multiplikativen Kombinationen aus den 
n in keiner Zahlbeziehung zu einander stehenden Grössen 
erster oder (n — l)-ter Stufe, ai* • »a^ zu irgend einer Klasse 
und Ai;***Aa die multiplikativen Kombinationen aus m der- 
felben, etwa aus ai,**«aQ^ zur gleichen Klasse find, und 

C == CC^Al -f- • • • • tty Av, 

Ci = ctjAx -{•••* 'rtuAu 
ist, fo nenne ich Ci die Zurüeklöitung von C auf das Ge- 
biet [ai dn], unter Ausschluss des Gebietes [b^-\.i' - «aj, 

und zwar nenne ich die Zurückleitung eine progressive, 
wenn ai* • • -a,| Grössen erster Stufe, eine regressive, wenn 
ai* • • -a^ Grössen (n — l)-ter Stufe find. Die Zurückleitungen 
mehrerer Grössen heissen in demfelben Sinne genommen, 
wenn fie auf dasfelbe Gebiet und unter Ausschluss desfelben 
Gebietes zurückgeleitet find (vergl. 33). • 

Anm. Ist z. B. das Haap<igebiet von vierter Stufe (wie z. 6^ der 
Raum), und find a, b, c, d vier in keiner Zahlbeziehung zu einander 



stehende Grdssea erster Stufe (z. B. vier nicht in ein nnd derfelben 
Ebene liegende Punkte) , fo ist C^ = [bcj 4- [ca] + [ab] (im Räume 
eine Linie) die (progressive) Zurilckleitung von C = [bc] + [ca] -f- [ab] 
+ [ad] f [bd] + [cd] auf das Gebiet [abc] (alfo auf die Ebene abc), unter 
AiK^chlnss des Gebietes d. Bezeichnen wir ferner [bed] mit a', [codj 
tM b\ fabd] mit c* und [acb] mit d', fo find a% b\ c% d* <k^0isn 
(n^l)-ler Stufe, da n^4 ist und fetzen wir jioch [abcd]=l, fo ist 
[bV]=:[ad], [cV]r=[bd], [a'b'] = [cdj, [a'd'J = [bc], [b'd'] = [ca], 
[c'd*] = ab , und es wird 

C = [a'd'] + [b'dT + [c'd'] + [b'C] + [c'a'l + [a^^. 
Dann wird, wenn 

C = [b'C] 4- [c'a'J + [a*b'] 
ist, C die (regressive) Zurackleitung von C auf das Gebiet [a'b'c'], 
unter Ausschluss des Gebietes d', fein, d. h., da [a'b'c'] = (cd*abd] 
^ d, und d'^ [abc] ist, C ist die Zurückleitung von C auf das Ge- 
biet d, unter Ausschluss des Gebietes [abc].' So erscheint alfo tn der 
Geometrie die Zurückleitung einer Linie anf eine Ebene als progressive 
ZnrücMeitnng, und die einer Linie auf einen Punkt als repettihr« 
Zurückleitung. Die Zurückleitung felbst ist in der Geometrie gleieh- 
bedeutend mit der Projektion im weitesten und prägnantesten Sinne 
des Wortes (f. u.). 

Wir haben oben (^3) die in der Definition bestimmte Grösse Ci 
die~ Zurickleitung "ier Grösse C anf das Gebiet der Grössen «Ai, Aar * * 
Aü genannt. Diefer Benennungsweife haben wir hier (}ie für dl» An- 
wendung bequemere zur Seite gefetzt. 



Je nachdem die Stiifenzieihl des GabMes^ aUf 
welches, zwrftekf^leitet wird, grosser oder klein w als (He 
Stii^onzahl der zurückgeleiteten Grdssa ist , erscheint -^ie Zn- 
rückleitung als progressive oder regressive. Wenn die Stii^n» 
zahl jenes Gebietes gleich der Stufenzahl der zurtickgeleiteten 
Grosse isl, fo kann die Ziirückleitung fowohl eine progressive 
als eine regressive Tein. 

Beweis. Es feien ai-**-aB Grössen erster Stufe, die 
in keiner Zahlbeziehung zu einander stehen, und feien At, 
• • «Ay die muliiplikativen Kombinationen aus %• • «an zur p-tcn 
Klasse, und Ai**-Au die muItipUkativen Kombiii^tionen aus 
ai- • •an zur p-ten Klasse und 

C = ctjAi -[-••' «vAv 

Ci=aiAi +• • 'OuAu, 
alfo (nach 127) C^ die progressiva Zurücirieitung der Grösse 
C aof das Gebiet [ai^-am], unter Ausschluss des Gebietes 
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[Sni^,!« • -aj, To würde es, wenn m < p wäre, gar keine Kom- 
binationen aus ai * • • dm zur p-ten Klasse geben , alfo auch 
keine progressive Zurückleitung. Es mqss alfo für die pro- 
gressive Zurückleitung m >* = p fetn , da aber m die Stufen- 
mhl d^s Gebietes [a^- • -aQ^] und p die der maltiplikativen Kom- 
binationen Ax,****A,^, alfo auch die von C ist, To muss die 
Stufenzahl des Gebietes, auf welches zurückgeleitet wird, 
ebenfo gross oder grösser fein als die der zurückgeleiteten 
Crosse. Macht man im Uebrigen diefelben Annahmen wie 
vorher, mit dem einzigen Unterschiede, dass ai,* • «a,^ Grössen 
(n — t)''ieT Stufe find (in dem Hauptgebiete n-ter Stufe"), fo 
ist die Zurückleitung eine regressive; und auch hier muss, 
«US gleichem Grunde wie vorher, m^ = p fein. Aber datin 
ist (naoh 90) die Stufenzahl von [ai • • • 8^] gleich n — iii und 
die von C gleich n — p, fomit, dan — m<^==n — p ist, fo 
ist die Stufenzahl des Gebietes, auf welches zurückgeleitet 
wird, ebenfo gross oder kleiner als die der zurückgeleiteten 
Grösse. Ist alfo die Stufenzahl jenes Gebietes grösser oder 
kleiner als die Stufenzahl der zuiückgeleiteten Grösse, fo wird 
die Zurückleitung im ersteren Falle eine progressive, im 
letzteren eine regressive fein. Sind hingegen die genannten 
SHifeneBhlen einander gleich, fo wird die Zurüekleilung fo- 
wdbl eine progressive als auch eine regressive fein köanen. 

129. Die Zurückleitung A' einer Grösse A auf ein Ge- 
biet B, unter Ausschluss des Gebietes C, ist 

A'= ^iBÜf^' *'f^ ^'= [B- AC], wenn [BG] = 1 ist. 

Beweis. Es feien af-a^ n in keiner Zahlbeziehung zu 
einander stehende Gi'össen erster oder (n — l)-ter Stufe, und 
Ai*«*Av die multiplikativen Kombinationen aus ai**-an, und 
Ai • • • Au die aus ai • • • a^ und A = ccjAi -f • • • • «v Av, alfo 

A' = OiAi -f . . . a„Au, und fei [ai- • -aj = B, [a^-i-i aj 

= C, fo ist 

[AC]=[(aiAi -\ OuAu + «u+iAu+i -\ flvAv)C]; 

aber da Ai, • • •, Au dre Kombinationen aus ai • • • a^^ ßnd und 
Au4.i**-Av diejenigen Kcmbinationen aus ai*-*an, welche 
nicht zugleich KombinatioAen aus ax * • • a^ And , fo muss 



jede ißt Griten A«+it * *At nundooless fnaeii der ftiUrm 
^m^"*9n enthaHen, airo pnindestms einen Faktor mit G=s 
[^+1* * '^al gemein haben. Die Produkte [Av^^iC], • • • [AyC] 
find aber in Bezng auf die Faktoren 81' • -a^ reine (qach 114]^ 
romit, da fie gleiche Faktoren enthalten, null, alfo utiri 

[AC] = [(aiAi + . • -Ou Au)C] = ai[AiC] H mCAuC]. 

Folflieh ist 

[B-AC] =ai[B.AiC] + . . .a„[B-AuCJ. 
Da nun jede der Grössen A^, • • • • A« aus Faktoren be- 
steht, die in B enthalten find, fo ist jede derfelhen qiit B in- 
cident, fomit, da auch die Stufenzahlen Ton B und C sttfonmai 
n betragen, fo ist (nach 108) 

[B-AjC] = [BC]Ai, . . . ., [B-A^C] = [BC]Au, 
alfo 

[B-AC] = [BC](aiAi +• • • .«ttAu)= [BC]A'. 
Alfo, da [BC] eine Zahl ist 

_ [B>AC ] 
~ [BC] • 

ISHI. Jede» Gleichung, deren Glieder Vielfache je einer 
Grösse m^er Stufe find, bleibt bestehen , wenn man statt aller 
diefisr Grössen ihre in demfelben Sinne genommenen Zurttck* 
leitusgen fetzt; oder wenn 

F=:=aA +. /»+... 
ist und F', A', B^, • • • die in gleichem Sinne genoouamen 
Zurückleitungen von F, A, B, • • • und a, /?,*** ZMen find^ 
fo ist anoh 

•P' = aA' + /»B'-| . 

Beweis. Es fei Q das Gebiet, auf welches ziurfickge« 
leitet wird, und R das ausgeschlossene Gebiet und [QR] = I9 
fo erhält man aus der Gleichung 

PsroA + i^BH , 

durch Multiplikation 

[PR]=a[AR]+/f[BR]+.-- 
and 

[0-PR] =?a[OAR] + iJ[OBR] +• • •, 
d.h. (nach 129) 

P' = aA' + iJB'+--- 



IUI. Die progressive ZvrüGklwUuig eines reiii^ pro- 
gressivea und die regressive eines rein regressiven Prodnkles 
ist gleich dem Produkte der in demfelben Sinne genommenen 
Zurttckleitüngen d^ Faktoren jenes Produktes, d. h. wann 
das rtine Produkt P 

P = [AB ...E] 
ist, und P', A', BV'E' die in gleichem Sinne genommenen 
Zurfickleitungen von P, A, B,-*£ lind (und zwar progressive 
oder regressive, je nachdem das Produkt progressiv oder 
regressiv ist), To ist auch 

P'=[A'B'-E']. 
Beweis. Es fei A = [ai»- • -aq], B = [aq^-i« • • •a,], • • • 
E = [at+i* * • «av] , wo ai* • • av Grössen erster oder (n — l)-ter 
Stufe flnd, je nachdem das Produkt [AB* • -E] ein progressives 
oder regressives war. Dann ist * 

P = [ai av] 

ein reines Produkt von Grössen erster oder (n — l)-ter Stufe. 

Femer Tei Q = [ui u,n] das Gebiet , auf welches zurück- 

fpleitet. wird , R = [u^^i * * * uj das ausgeschlossene Gebiet und 

[OÄ] = 1 , wobei Ui Un Grössen erster -oder (n — . l)-t«r 

Stufe Ond, je nachdem %• • -av es find. Nun ist. (naoh 1£9) 

P = [O.PR] 

= [ui u„(ai- • • av • Un^+i- • • uj]. 

Wenn nun das ^rjsprüngliehe Produkt [AB • • * E] ein pro- 
gciassives ist, fo foU auch die Zurtickieitung eine prdgressive, 
d. h. (nach 127) die Stufenzahl von Q eben fo gross oder 
grösser als die von P fein, d. h. m= > v, folgUch v + n — 
lin.<: n, d. h. das Produkt [aj- • «v • ^mH' ' ' •"■! ^*" ^^^^ P^®" 

grcssives, alfo aucl^. S5= [a^ ay Un+i " * * ^ J 9 ^^^ ^^ ^^'^ 

Editoren von erster Stufe ßnd, ein kombinatotisches (naeh 
94, 78). Nun Cei 

a, = afr>UiH a«u„, 

fo können wir (nach 67) in dem Prodnklfe [si- • aTUa^-i« • • -uj 
statt a^ = af>Ui • • • • aj^'^u^ fetzen: a^^\ -j. . . . c^^u^^ weil 

^m+i****Vn <tls Faktoren in jenem Produkte vorkommen; aber 
a^'^Ui 4- • • • • ««^^Ubi ist die Zurückleitung von a, auf das Gebiet 
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= [ux* 'Uml) init Ausschluss des Gebietes R=[Uni+i* * *iia]* 
Somit wird, wenn wir diefe Zurückleitung mit a', bezeichnen 

P' = [ui- . -u^a'i. . •a'yU.-f.i- • uj. 
Hier ist a'i- • • «a^ dem Ui* * *u„ untergeordnet, alfo (nach 108) 

P' = [Ui- • uj . [aV • -a^r] = [a'i a'y]. 

Aus gleichem Grunde ist 

A' = [a'i. . • .a'q], B' = [a'q+i. • • .a'J, • • • 
E'=[aVi-..a%]. 
Somit 

P' = [A'B'....E']. 

2. Wenn das ursprüngliche Produkt [AB* • •£] ein regres- 
sives ist, und alfo auch die Zurückleitung von P auf Q, unter 
Ausschluss von R, eine regressive, d.h. die Stufenzahl von 
P kleiner oder ebenfogross als die von Q ist, fo kehrt fich 
das regressive Produkt und ebenfo die regressive Projektion 
(nach 115 und 90 Zufatz) in das progressive Produkt und in 
die progressive Projektion um. Sind daher P], Qx, Ri, At, 
Bx, • • • El die Ergänzungen von P, Q, R, A, B, • • • E, und 
P'i, A'i, B'x • • • E'x die Zurückleitungen von Pi, Ax, Bx,« • »Ex 
auf Qx, unter Ausschluss von Bx, fo ist (nach 101) 

Px=[AxBx. -Ex], 
und nach Beweis 1 

(»)P'x = [A'iB'x...E'x]. 
Ferner ist (nach 129) 

P' = [0 . PR] , P'x == [Ol • PiRJ = |[0 • PR] (nach 98), 
alfo P't = |P und ebenfo A'x = |A', B'x = |B',. • •, alfo (nach ^) 

|P=[|A'|B'...|E'] 

P' = [A'B'. -E'] (nach 101). 

3. Sind nun endlich A, B,* • «E zufammengefetzte Grössen, 

A = Zc^Ä„ B=Zi^Ä.- E = Z^^, 
wo A,, Bg,' • • Ev einfache Grössen find und find A'^, B',, • • • 
EV die Zurückleitungen von A,, Bg,*** Ey, fo ist 

p= [Z^r ' ZßJs ' ' Z^7e;| =Z«X---«v[a,B3...Ev] 

= XffA--«vPr,a,..v, wenn ?,,«,..▼ = [A^B^. • -E^] ist. 
Alfü (nach 130) 

P' = ZaA^"^n,«,...y = Xc^7--fv[A',B^...E';] 

7 
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nach Beweis 1 und 2; und dies 

= [Zi^ZP^. • • • -Z^^l [nach 45] 

= [A'B'....E'] ' [130]. 

132. Das reine Produkt von Grössen erster Stufe oder 
von Grössen (n — l)-ter Stufe in einem Hauptgebiete n-ter 
Stufe ist ein kombinatorisches Produkt diefer Grössen. 

Beweis. Das reine Produkt von Einheiten erster Stufe 
ist (nach 114, 94) ein progressives, aKo (nach 94) ein äusseres, 
airo (nach 78) ein kombinatorisches Produkt der Einheiten , alfo 
auch (nach 52) das reine Produkt von beliebigen Grössen erster 
Stufe ein kombinatorisches Produkt diefer Grössen. Das reine 
Produkt von Grössen (n — l)-ter Stufe ist aber (nach 101) 
genau denfelbcn Gefetzen unterworfen wie das von Grössen 
erster Stufe, alfo auch den- Gefetzen der kombinatorischen 
Multiplikation, d. h. jenes Produkt ist ein kombinatorisches 
Produkt jener Grössen (n — l)-ter Stufe. 

133. Eine Gleichung, deren Glieder Grössen m-ter 
Stufe find, wird, wenn n die Stufe des Hauptgebietes ist, 
durch fo viel Zahigleichungen erfetzt, als es Kombinationen 
ohne Wiederholung aus n Elementen zur m-ten Klasse giebt, 
und zwar erhält man einen crfetzendcn Verein von Gleichungen, 
indem man die gegebene Gleichung nach und nach mit den 
multiplikativen Kombinationen zur (n — m)-ten Klasse aus einer 
beliebigen Schaar von n Grössen erster Stufe, deren Produkt 
1 ist, multiplicirt. 

Beweis. Es fei 

(a) P = A + B + . . 

die gegebene Gleichung, in welcher P, A, B,**- Grössen 
m-ter Stufe find, es feien ferner Oi, • • • e^ Grössen erster Stufe, 

deren Produkt [cj ej = 1 ist, und feien Ei, Ej, • • • Ev die 

multiplikativen Kombinationen zur m-ten Klasse aus ei,***en, 
und Fl, F2,*-Fv die ergänzenden Kombinationen, d. h. die 
Kombinationen aus denFelben Elementen zur (n — m)-ten Klasse 
und zwar fo geordnet, dass [EiFi]=[E2F2]=' • =[EyF^] = l 
fei, fo ist zu zeigen, dass die obige Gleichung erfetzt wird 
durch den Verein von Gleichungen, der aus 

(b) [PF J = [AF J + [BF J + . . 
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dadurch hervorgeht, dass miin slall r nach und nach fetzt 1, 
2, ••• V. Es Find (nach 77a) P, A, B,*** numerisch ableit- 
bar aus Ex* • -Ey. Nun Tei 

B = ftEi +• • -jJvEv, • • • 
To ist 

[PF J = [Z^ÄF J = Z^.[EaFr]. 

Aber da E. un4 F,, wenn s^r ist, noth wendig gleiche 
Elemente (ei,- 'ej als Faktoren enthalten, fo ist für diefen 
Fall [E,FJ = 0, alfo 

[PFJ=^,[E,FJ = n:,. 

Aus gleichem Grunde ist 

[AFJ = a„[BFJ = /?„.... 

Gilt nun die Gleichung (a), fo gilt auch die aus ihr durch 
Multiplikation hervorgegangene Gleichungsgruppc (b). Gilt um- 
gekehrt die letztere, fo hat man für jedes r von l-**v, in- 
dem man für -[PF J, [AFJ, [BFJ,--. die gefundenen Werthe 
Tetzt, 

• ^r = <*r + ft + ' •> alfo a'^ch yr,E, = afi^ -f ßßt + ' * ' 
für jedes r von 1 bis v. Addirt man diefe fämmtlichen Glei- 
chungen, fo erhftlt man 

Z^r=Z^r + ZP"r+'--, 
d. h. 

P = A + B+... 
Somit erfetzen fleh die Gleichung (a) und der Gleichungs- 
verein (b) gegenfeitig. 

Zufatz. Ist ins Befondere 

A = ßiEx -{- €^2^2 "!"•••> 
fo ist 

[AFJ = 0,, 
d.h. [AFi]=ai, [AF2]=a2, ... 

§. 8. Elimination der Unbekannten 
aus algebraischen Gleichungen durch kombinatorische 

Multiplikation. 

134. Aufgabe. Aus n Gleichungen ersten Grades mit 
n Unbekannten diefe zu finden. 
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Auflöfung i. Die n Gleichungen feien 

o«x, + <)x, +•... + aWx. = ßm 

(a) J «?'*! + «?'x» + • • • • + «?'x. = ß^^ 

• • • • 

Man multiplicire diefe Gleichungen beziehlich mit n exten- 
fiven Grössen e^*^, e^*>, • • • e^">, deren kombinatorisches Pro- 
dukt Eins ist, und addire üe, To erhält man, indem man 

( aji) e<i> + a?) e^> -] aj«) e^«^) == a^ 

a^^e^i) + <^eW -j- . . . c^«»)eC'^) = a, 

(b) • • • • 
a(i) eO) 4- a^a/eW .j a(n) e(n) = g 

^(i)ea) + jjWe^) -\ ^c°)e^°) = b 

Tetzt, die Gleichung 

(c) xjai + Xjaj 4 + x„a„ = b, 

eine Gleichung, welche die gegebenen Gleichungen (a) er fetzt. 
Um aus ihr Xi zu finden, fügt man beiden Seiten der Glei- 
chung die Faktoren a2, 839 "-a^ hinzu, To erhält man, da 
[aja^aa • • • aj, [agaaaa • • • a J [808283 • • • a J (nach 76) null 

find, 

(d) XiCaiaa a J = [bajag a J. 

Und ebenfo 

X2[aia2 • • • a J = [aibaa • • • a J u. f. w. 

Angenommen nun zuerst, das Produkt [8182- - - aJ fei un- 
gleich null, fo erhält man 



(e) 



^ _ [1)8288 aJ 

^ [818283 •••aJ' 
und ebenfo 

_ [8iba3 ■ ' - 8 J _ [aiaj • • • 8„_ib] 

-^2 r ^ ^ i> •'^n^ — I 



[aiaa 83 a J ' "" [ajaa a^.ia J ' 

Es ist für diefen Fall noch zu zeigen , dass diefe Werthe 
der Unbekannten in der That der Gleichung (c) genügen. Da 
das Produkt (8182* «'-aJ nach der für diefen Fall gemachten 
Annahme ungleich null ist, fo stehen ai,- • 8,^ in keiner Zahl- 
beziehung zu einander. Da nun ai, • • • a^ aus e^, • - * • e^ nume- 
risch abgeleitet find und in keiner Zahlbeziehung zu einander 
stehen, fo muss (nach 21) jede aus e^ • • • e^ numerisch ab- 



• • * • 



• • • • 
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leitbare Grösse, aKo nameiitliph b, auch aus a^* • -an numerisch 
ableitbar fein; es fei b = yiai + 72^2 +••• ynflii« Substituirt 
man diefen Werlh in (e), fo wird Xi = y^, X2 = y^, 

Xn = Yn, alfo Xi«! + XjBa H + x^a^ = yiai + y2aa + 

y^an, d. h. =b. Alfo wird der Gleichung (c) durch die Werthe 
(e) genügt 9 Tomit auch den ursprünglichen Gleichungen. 

Angenommen zweitens, das kombinatorische Produkt 
[a^a^-'-aJ fei gleich null, fo stehen ai****an in einer Zahl- 
beziehung zu einander, dann muss es unter ihnen (nach 17) 
folche geben, die in keiner Zahlbeziehung zu einander stehen, 
und aus denen die übrigen numerisch ableitbar und; es feien 
dies ax,***ar und feien ar4.i,-*-aa aus ihnen numerisch ab- 
leitbar. Dann muss alfo vermöge der Gleichung c auch b aus 
diefen Grössen a^ • • • • a, numerisch ableitbar fein. Tritt alfo 
der Fall ein, dass, vermöge der Natur der gegebenen Glei- 
chungen, b nicht aus ai a, numerisch ableitbar ist, wäh- 
rend es doch a^-f.!, * - • a^ find, fo enthalten jene Gleichungen 
einen Widerspruch. Wird hingegen diefe Bedingung erfüllt, 
fo fei die Gleichung (c) in der Form geschrieben: 

XiBi + Xaaa H x,a, = c, wo 

C = b — X^H^i — X,4.2a^2 X^Ba 

ist, und man erhält 

(f) \ ^ _ [caaa8--'aj _ [^cag-^aj 

[aia^ag • • • aj' [8^83 • • • aj 

_ [aiaa'.-a^ic] 

'"[aia, aJ' 

während x^i4)is x,^ ganz willkürlich find. 

A n m. Setzt man für die Grössen a^ • • • • an und b in der Gleichung 
(e) ihre Werthe aus (b) ein, fo erhält man, vermöge 79, die bekannten 
Ausdrücke 

Ich füge hier «noch eine zweite Auflörangsmethode bei, welche 
zwasr auf den ersten Anblick nicht fo einfach erscheint , aber dennoch 
ihre grossen Vorzüge hat, und deren eigentliches Wefen späterhin 
in ein noch helleres Licht treten wird: 

Auflöfung 2. Man bringe die ßimmtlichen Gleichungen 
auf die Form, dass ihre rechte Seite null ist. Die Gleichungen 
feien 



102 



eis« 



(«) 






f •, • • 






Die Gleichungen find alfo diefelben wie In der vorigea 
Auflöfung, nur dass ßW=r — jjw Ist. Der Symmetrie wegen 

fügen wir noch dem ersten Gliede jeder Gleichung die Un- 
bekannte Xo als Faktor bei, die wir dann schliesslich gleich 1 
Tetzen. Nun nehme man ein] System von (n -f 1) Einheiten 
eo, ei,*-e|^ an, deren Produkt Eins ist. Dann ist (nach 9i) 

[eo|eo] = [ei|ei] = [eale^] =....= [ejej 
= [606162- '-ej^ 1. 
Q}) I Ferner ist, da le^ (nach 98) alle übrigen Ein- 
heiten ausser e, als Faktoren enthält, 
[6r|6j = 0, wenn r<^s ist [nach 60]. 

Wenn nun 



(y) 



<>eo+a?)ei + 



• x^je^ = X 
.a<;>ea=a^> 
. .aj^)ea=a^> 



<^o^^ + <^6i+ aj^^e^rzra^*^^ 



gefetzt wird, fo ergiebt lieh leicht, dass die gegebenen Glei- 
chungen (a) identisch flnd mit den Gleichungen 

r[aCi)X] = 

In der That, fetzt man z. B. in der ersten diefer Glei- 
chungen statt a^^^ und X ihre Werthe aus (y)^ fo wird die- 
felbe vermdge des Gleichungssystems (ß) identisch mit der 
ersten der Gleichungen in (a) und fo bei den übrigen. An- 
genommen nun zuerst, a(^>\--a(^^ stehen in keiner Zahlbe- 
ziehung zu einander. Da X eine Grösse n-ter Stufe ist und 
fie mit jeder der n Grössen erster Stufe a^*^, a^*^"*'a^"^ die 
in keiner Zahlbeziehung zu einander stehen, zu einem kom- 
binatorischen Produkte verbunden, null giebt, fo muss X (nach 
84> mit dem kombinatorischen Produkte jener Grössen in 
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eiaer Zdribexiehung steben, alfo ist, wenn X eine noch un- 
bestiuimte Zahl ist, 

(0 X = AA, wo A = [aC*>a<»^. • • a^»)] 
ist; und da aus diefer Gleichung wieder umgekehrt die Glei* 
chungen (d) folgen, (o erfeizt fie die Gleichungen (d), tlfo 
auch die ursprünglichen (ce). Fügt man nun xu der gewon- 
neoen Gleichung den Faktor Cq hinzu, A> erhält man, da 

[«0X3 = KCXtlee + Xi|eo H )] = Xo[eo|eo] + «iCeaCi] + • - •, 

d. h., vermöge (ß), = Xq ist, die Gleichung 

Xo = A[eo A] , 

(f) - und ebenfo 

Xi=A[etA], X2=A[e2A], 
d. h. 

(f]) Xo : Xj : Xa : = [CoA] : [ojA] : [CjA], 

und da Xq gleich 1 ist, fo hat man 1 = A[eoA] 

Die Auflörung ist alfo nur dann möglich, wenn [CoA] von 
null verschieden ist; wenn hingegen [eoA] = ist, obwohl A 
von null verschieden ist, fo lehrt die Gleichung l=>l[eoA], 
dass dann die gegebenen Gleichungen einen Widerspruch ent- 
halten. Ferner lässt fich zeigen, dass in dem angenommenen 

Falle (A ^ und [OoA] ^ 0) die Werthe (^} die gegebenen 

1 
Gleichungen (a) erfüllen. Denn wird A= — r^ gefetzt, fo 

werden die Gleichungen (0 erfüllt; die wir auch fo schreiben 

können : 

[eoX] = X[eM , [etX] = Xle,A] .... 
oder 

= KCX - U)] = [Ci(X — ÄA)] u. f. w. 

Alfo giebt die Grösse n-ter Stufe X — XA mit dem System 

der n 4- 1 Einheiten Cq, e^ einzeln kombinatorisch mutti« 

plicirt null; alfo ist (nach 85) jene Grösse felbst null, d. h. 

X-AA = 
oder 

X = AA, 

welche Gleichung nach ilem Obigen die gegebenen Gleichungen 

(a) er reizt. 
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Angenommen Tei as weitens , a^^^, a^\ • • • a^*^) stehen in dner 
Zahlbeziehung zu einander, ohne jedoch alle null zu Tein, fo 
giebt es (nach 17) unter ihnen eine Schaar von Grössen, 
welche in keiner Zahlbeziehung zu einander stehen und aus 
denen die übrigen numerisch ableitbar flnd; es mögen 9f^\ 

a(3) a^') eine folche Schaar bilden, und die ttbrigen a('+^>, 

.... a^'^) aus ihnen numerisch ableitbar Tein ; und Tei z. B. a^"^) 
= aia^'> + Oja^^) +* * '^^9 dann ergiebt lieh auch fttr jedes 
Y dass 

[aC")X] = ai[aWX] + a,[aWX] + • • • a,[a«X] 
ist, d. h. es wird die n-te der gegebenen Gleichungen aus den 
r ersten gewonnen, indem man diefe beziehlich mit a^, 82* - * 
a, multiplicirt ; d. h. die n-te Gleichung ist aus den r ersten 
Gleichungen numerisch ableitbar, jeder Werth X, der diefe 
errallt, erfüllt auch die letzten. Es bleiben alfo nur r Glei- 
chungen zu erfüllen übrig, und können fomit die (n -r) letzten 
Unbekannten willkürlich angenommen, und dann die übrigen 
nach dem obigen Verfahren bestimmt werden. 

Anm. Die zweite Auflölaogsmetbode hat den Vorzug, dass fie 
den (ammtlichen n Unbekannten Eine einzige Unbekannte n-ter Stufe 
fubstituirt und diefe aufs Einfachste finden lehrt. 

135. Aufgabe. Aus n -|- 1 Gleichungen, welche in 
Bezug auf n Unbekannte vom ersten Grade find, diefe Un- 
bekannten zu eliminiren. 

Auflöfung. Die Gleichungen feien 

o^) + afx, + «fx, +. . . .aWx„ = 

(a) i <^ + ^i'^^^ + ^^'^^» + • • • •<'^^» = ^ 

aj-) + a(»)xi + aC-)x2 + • • • • a^^K = 0. 
Multiplicirt man fle beziehlich mit n 4- 1 Grössen e^^^, e(^\ 
qW. . .e^^\ welche in keiner Zahlbeziehung zu einander stehen, 
addirt die fo gewonnenen Gleichungen und fetzt 

ag»e<o) + a^)e^i> + a^*)e^^) + • • .a^»)e^°) = a„ 
fo erhält man 

(c) ao + Xi«! + Xaaa + x^a^ = 0. 
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Fügl man die kombinatorischen Faktoren ai , a2 ^ • • - a^ 
hinzu, To erhält man, da [aiaiaa**'aj u. T. w. mill find, 

(d) [aoaia, aj==0, 

was die verlangte Eliminationsgleichung ist. 

136. Aufgabe. Aus zwei Gleichungen, welche in 
Bezug auf eine der Unbekannten algebraisch und von beliebi* 
gern Grade find, diefe Unbekannte zu eliminiren. 

Auflöfung. Es fei, in Bezug auf die Unbekannte y, 
die eine Gleichung vom m-ten, die andere vom n-ten Grade, 
und feien die beiden Gleichungen 

+ aiy -(-••••+a^y°» = 
+ biy + .-.. + b„y- = 0, 

wo ao, ai, a„ und b^ , bj , • • • • b^ beliebige Funktionen 

der andern Unbekannten find. Multiplicirt man die erstere 

nach und nach mit 1, y, y'^ y"""*? die letztere nach und 

nach mit 1, y, y^ y™~S fo erhält man die Gleichungen 

ao + «lY + + a^y"* 



(a) 



/«o 
Ibo 



(b) 



«oY + 



+ a„y«f^ 



rtt-l 



aoY""'+ 

bo+biy+ + Kr 

+ boy+ + b„y-^-* 



+ amY 



m-|-n— 1 



boY"»-* + b„y"^^»--^ 

Multiplicirt man diefe nach der Reihe mit n -j- m Einheiten, 
die in keiner Zahlbeziehung zu einander stehen, nämlich Oi, 
^25 • • • önj-in) addirt die fo gewonnenen Gleichungen und fetzt 

(?) { a2ei+aie2-f-aoe3-|-b2e„+i+bie„42 + boen4-3=Ua, 

i amen + b^e^^-o^ = \i^^^, 
fo erhält man die Gleichung 

(d) Ui + Uay + uay^ -| u^|^y°^f»-^ = 0; 

und fügt man ihr die kombinatorischen Faktoren U2 , U3 , • • ' 
"min hinzu, fo erhält man: 

(e) [UiU2U3..-u„lJ=0, 

was die verlangte Eliminationsgieichung ist. 

7* 
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Auflöfung 2. Es Teien die gegebenen Gleichungen die- 
Telben wie in Auflöfung 1 (a), und fei aus ihnen das System 
(b) abgeleitet. Man nehme n + m Einheiten eo , ei , • • • • en+n-i, 
deren Produkt = 1 ist. 

Wenn nun 

|eo + y|ei + • • • • y""+"^*|e«Hhn-.i = Y 



(o) 



aoCi + aie2 + ^m®m+i — ^i 



8o®n— 1 ~r 816^ "T • • • • • ag|6Q|^_| — ^n— 1 



boea_i + bie„ + • . • • bnea_|_n_i = dn_i , 
fo werden die Gleichungen (b) gleichbedeutend mit den Glei- 
chungen 



,., rcoY = CtY=x...= c,_,Y = 



Da nun Y eine Grösse n -j- ni — 1-ter Stufe ist, die nicht 

null ist, fo müssen die n + m Grössen Cq, Ci, , c,^-i9 

do9 dl, •••*, dgi^i in einer Zahlbeziehung zu einander stehen 
(nach 85). Alfo hat man 

[CoCi Cn-idodi d^-i] = 0, 

was die verlangte Eliminationsgleichung ist. 

Anm. 1. Es lässt lieh bei diefer letzten Methode noch die Unbe- 
kannte y auf eine fehr einfache Weife ausdrücken, wenn nämlich 
Yorausgefetzt wird, dass es unter den n-f-m Grössen Cq, C|, • ••cn-i 
do) d,,> • -dm— 1, folchc n -f* m — 1 Grössen giebt, welche nicht in einer 

Zahlbeziehung zu einander stehen ; es feien dies etwa Ci cn-i, d«, 

di--*>din-i und fei ihr kombinatorisches Produkt der Kärze wegen 
mit A bezeichnet^ dann folgt (nach 84) aus den Gleichungen 

CjY = cjY = . .= cn-iY = d«Y = dtY=:- . . dm-iY, 
dass 

Y = pA 
ist , wo p eine unbekannte Zahl darstellt. Aber nun ist Y = EJq -f- 
yE, +. . . ., alfo [CoY] = [CoEoJ = 1 und [etY] = y, alfo hat man 

1 = CoY = p[eo A] 

y = eiY = p[e4A], 
alfo, indem man die zweite durch die erste dividirt, 

_ [e^A] 

^"" [eoA]' 



wodurch y gefanden Ist, w&hiend die BUminationsgMchang in der 

Form 

[c,A]=0 
erscheint» 

Annu 2. Diefe AuflOfangsmethoden (in der ersten der hier mitge- 

theilten Formen) habe ich bereits in der ersten Aasgabe der Aus- 

dehnangslehre (1844) mitgetheilt, und YOn ihr in Grunert's Archiv 

(1845) einen Ansang gegeben. Späterhin hat Gaachy in einer Reibe ^ 

von Aulf ätzen, welche in den Comptes rendas von 1854 veröffentlicht 

find, diefelbe Methode mitgetheilt, ohne jedoch meiner oder meines 

Werkes, welches ich ihm bereits 1845 zugeschickt hatte, Erwähnung 

zu thun. In Folge einer Prioritäts-Reclamation, welche ich in diefer 

Beziehung an die Paiifer Academie der Wissenschaften richtete, ist 

eine Commission zur Prüfung derfelben ernannt worden; ohne dass 

jedoch darüber bisher Bericht erstattet wäre ; was freilich auch kaum 

nöthig erscheint, da die Sache felbst keinem Zweifel Raum lässt. Zu 

erwähnen habe ich noch, dass ich durch die Cauchy*schen Aufsitze 

veranlasst bin, die Klammer zur Bezeichnung der kombinatorischen 

und überhaupt der auf ein Hauptgebiet bezüglichen Multiplikation 

anzuwenden. 

fiap. 4. ^tmeres yrobukt. 

§. 1. Onmdgeietze der inneren Multiplikation. 

137. Erklärung. Unier dem inneren Produkte 
zweier Einheiten von beliebigen Stufen verstehe ich das be- 
zugliche Produkt der ersten in die Ergänzung der zweiten; 
d. h. wenn E und F Einheiten beliebiger Stufen find, fo ist 

[E|F] das innere Produkt der Einheiten E und F. 

138. Das innere Produkt zweier beliebiger Grössen ist 
gleich dem bezüglichen Produkt der ersten in die Ergänzung 
der zweiten, d. h. es ist 

[A|B] das innere Produkt der Grössen A und B. 
Beweis. Es feien Ai,---Ab die Einheiten, aus denen 
A, und Bx, ••••Ba die Einheiten, aus denen B numerisch 
abgeleitet ist, und fei 

A = aiAi +• • • OjiAb; B = /?iBi H /)aiBiii; 

ferner fei für den Augenblick das Zeichen X als das der 
inneren Multiplikation gewählt, fo ist 

[A X B] = [(a iA,+ -a^AJX (ßfi, + • • • • ^,B J] 

= 2-«^.[A.XBJ, [48] 
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wenn nSmlioh die Summe Heb auf die Wertbe l,--n fär r 
und l,<>*m für s bezieht. Da nun A, und B, Einbeiten riad, 
fo ist (pach 137) [A, X B,] gleicb [A,|B,], alfo [A X B] 

= 2-«rWA,JB.] = [X^rX^M [42] 

= [AZiS.|B.] = [A|Z/?.B.] [100] 

= [A|B]. 

Anm. Eine befondere Bezeichnang für das innere Produkt er- 
scheint alfo jetzt als überflüssig, indem das Ergänzungszeichen die 
Stelle des Zeichens für die innere Mnltiplikation vollständig vertritt. 
Und es ist nur zu beachten, dass dies Zeichen auch wie ein Multi- 
plikationszeichen behandelt werden darf. 

In meinen früheren Arbeiten (Geometrische Analyfe, gekrönte 
Preisschrift, Leipzig 1847) habe ich das Zeichen X ^ür das innere 
Produkt eingeführt, eine Bezeichnung, die nun entbehrlich ist. 

139. Die Stufenzahl des inneren Produktes, dessen beide 
Faktoren nach der Reihe die Stufenzahlen a und ß haben, 
während die des Hauptgebietes n beträgt, ist entweder gleich 
n +a — /S, oder gleich a — ß^ je nachdem ß grösser als a 
ist, oder nicht. 

Beweis. Es feien A und B die beiden Faktoren, deren 
Stufenzahlen beziehlich a und ß find, fo ist die Stufenzahl 
von jB gleich n — ß. Ist nun zuerst ß grösser als a, fo ist 
auch n grösser als a -|- n -- /^; d. h. die Summe der Stufen- 
zahlen, von A und |B ist kleiner als die des Hauptgebietes, 
alfo (nach 95) die Stufenzahl des Produktes [A|B] gleich jener 
Summe, d. h. gleich o + ii — ß- Ist aber ß eben fö gross 
oder kleiner als a, fo ist auch n eben fo gross oder kleiner 
als a + n — /?, d. h. die Summe der Stufenzahlen von A 
und |B ist eben fo gross oder grösi^er als n, alfo (nach 95) 
die Stufenzahl des Produktes [A|B] um n kleiner als jene 
Summe, d. h. gleich a — ß. 

140. Die Anzahl der Einheiten, aus denen fleh ein 
inneres Produkt numerisch ableiten lässt, ist gleich der An- 
zahl der Kombinationen aus fo viel ElemenVen, als die Stufen- 
zahl des Hauptgebietes, und zur fo vielten Klasse, als die 
pofitive Differenz der Stufenzahlen beider Faktoren beträgt. 

Beweis. Nach 139 ist die Stufenzahl des Produktes 
entweder gleich h + a — jJ, oc|er gleich a — ß^ je nachdem 
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ß grösser als a ist, oder nicht. Die Einheiten von gleicher 
Stufe flnd im ersten Falle die multipUkativen Kombinationen 
aus den n ursprünglichen Einheiten zur (n -f- a — /?)-ten , im 
zweiten zur (a — ^)-ten Klasse. Aber die Anzahl der Kom- 
binationen aus n Elementen zur (n -f- << -* /3)-ten Klasse ist, 
nach einem bekannten Satze der Kombinationslehre gleich der 
Anzahl der Kombinationen aus n Elementen zur (ß — a)-ten 
Klasse. Die Klassenzahi ist dann aifo ß — a, im zweiten Falle 
a — ß^ in beiden Fftllen alfo der pofitiven Differenz von a und 
ß gleich. 

lAl. Das innere Produkt zweier Grössen gleicher Stufe 
ist eine Zahl. 

Beweis. Denn die Differenz der Stufenzahlen ist dann 
null, alfo das Produkt von nullter Stufe, d. h. eine Zahl. 

142. Das innere Produkt zweier gleicher Einheiten ist 
eins, das zweier verschiedener Einheiten gleicher Stufe null, 
d. h. [EJE J = 1 , [EJE J = 0. 

Beweis. [EJE,] = 1 (nach 91). Ferner ist JE, (nach 
89) dem kombinatorischen Produkte aller in dem Produkte E, 
nicht vorkommenden Einheiten erster Stufe gleich; 'da nun E, 
von £g verschieden, beide aber Produkte von einer gleichen 
Anzahl ursprünglicher Einheiten flnd, fo enthält E, noth wendig 
folche Einheiten als Faktoren, die in Eg fehlen, alfo in |E, 
vorkommen; alfo ist [ErjEg] (nach 60) gleich null. 

143. Wenn Ei,* -Em Einheiten von beliebiger, aber 
alle von gleicher Stufe find, fo ist 

[(«lEi + • • a«E«)l(ftEi + . . . iJ„,E J] =r a,ft + • . . a^„. 

Beweis. Es fei OjEi -| OmEm ^^^ ^^^r^,, und /^^Ei 

+ • 'i^mEm mit ^ßa^a bezeichnet, fo ist 

iZ^jZK^sl = ZOrßSK^sl [42]. 

Nun ist (nach 142) das Produkt [£,.{£3] gleich null, wenn 
E, .und Eg verschiedene Einheiten Tind und gleich eins, wenn 
r gleich s ist, fomit wird der gewonnene Ausdruck 

= Z(^ßT = (hßi-\ öj^m- 

1 44. Die beiden Faktoren eines inneren Produktes find 

vertauschbar, wenn Fie von gleicher Stufe flnd, d. h. 

[A|B] = [B|A] , wenn A und B von gleicher Stufe find. 
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- Beweis. Wenn Ei* • •Em die Einheiten darstellen , welche 
mit A und B von gleicher Stufe find und A = ^aß^, B = 
2^ßß^ ist, fo ist (nach 143) __ 

[A|B] = ZaA = Z^A = tB| A]. 
IflS. Erklärung. Wir schreiben der Kürze wegen 
[A|A] = A' 
und nennen es das innere Quadrat von A. 
136. Es ist 

[oiEi -I a^E^y = al -\ ai. 

Beweis. («lEi-j aji^^y 

= [(«iEi+'...amEJ[taiEi+..amEJJ [145] 

= «i«! + . • • OjaOm [144]- 

147. Das innere Produkt zweier Einheiten E und t ist 
dann und nur dann von Null verschieden, wenn die eine der 
andern incident ist, d. h. 

[E|F] = 0, wenn E und F nicht einander incident Ond, 
[E|F] ^ 0, wenn E und F einander incident find. 

Beweis. Für Einheiten gleicher Stufe ist der Satz in 
142 bewiefen. Nun feien E und F zwei Einheiten ungleicher 
Stufe, und zwar E von höherer Stufe als F. Es fei F = [EiG], 
wo El dem E untergeordnet ist, aber das Gebiet 6 keine 
Grösse erster Stufe mit E gemein hat. Dann ist F dem E 
incident oder nicht, je nachdem G von nullter Stufe (eine 
Zahl) ist oder nicht. Es fei ferner E = [EiEj] und fei [EiGEaH] 
das Produkt alier n ursprünglichen Einheiten und gleich der 
atfoluten Einheit. Dann ist (nach 89) [EaH] die Ergänzung 
von [EiG], d. h. |[EiG] = [EaH], alfo 

[E|F] = [EiEalEiG] = [EjE^ .E^H]. 

Ist G von nullter Stufe, d. h. E mit F incident, fo ist 
[E1E2H] von nullter Stufe, alfo (nach 106) der Ausdruck 
[EiE3-E3H] = [EiE2H]-E3, alfo von null verschieden, da E, 
und [EiEjH] von null verschieden fmd. Ist aber 6 von höherer 
als nullter Stufe, fo ist die Summe der Stufenzahlen von Ei, 
E2 und H geringer als die Summe der Stufenzahlen von Ei, 
6, E2, H, d.h. kleiner als n, alfo (nach 109) [EiE2'^-E2H] 
= 0, d. h. wenn E und F nicht einander incident find, fo 
ist [E|F] = 0. 



148. Es ist 

[EF|E] = F und [F|EF] = JE , 
wenn E und F Einheiten find, und [EF] nicht null ist. 

Beweis. Es fei [EF6] das Produkt aller ursprünglichen 
Einheiten und gleich 1, fo ist |E = [FG]y fomit 

[EF|E] = [EF FG] = [EF6]F [106] 

= F. 
Ferner ist dann |[EF] = G, alfo [FtEF] = [FG] = |E. 

149. Wenn E, F, G Einheiten find, und weder [EF] 
noch [EG] null ist, fo ist entweder 

[EF|EG] = [F|G], oder [FEjGE] = [F|G], 
ersteres, wenn F von höherer Stufe ist als G, letzteres, wenn 
G von höherer Stufe ist als F. Sind beide von gleicher Stufe, 
fo find beide Formeln gültig. 

Beweis 1. Wenn F und G nicht einander incident find, 
fo Hnd auch [EF] und [EG] nicht einander incident, alfo find 
dann (nach 147) beide Seiten der zu erweifenden Gleichung null. 

2. Wenn G dem F untergeordnet ist, fo fei F = [GH]. 

Dann ist 

[EFjEG] = [EGH|EG] = H [148] 

= [GH|G] [148] 

= [F|G]. 

3. Wenn F dem G untergeordnet ist, fo fei G = [HF]. 

Dann ist 

[FE|GE] = [FE|HFE] = [H [148] 

= [F|HF] [148] 

= [F|G]. 

4. Wenn F und G von gleicher Stufe find, alfo, bei 
Ausschluss des Falles in Beweis 1, zufammenfallen, fo ist 
(nach 70) fowohl G dem F, als F dem G untergeordnet, und 
es gelten alfo nach Beweis 2 und 3 beide Formeln. 

190. Wenn q und r die Stufenzahlen von A und B flnd 
und q "<r ist, fo ist 

[A!B] = (-l)^c-i)|[B|A], 
d. h. [AfB] ist der Ergänzung von [BjA] entgegengefetzt, wenn 
die Stufenzahl von A ungerade und zugleich die von B ge« 
rado ist; in jedem andern Falle ist [A|B] der Ergänzung von 
[B|A] gleich. 



Beweis. Es ist 

|[B|A] = [|B||A] [97] 

_(_l)q(«-q)[|B.A] [92] 

= (_ i)q(ii-q)(_ i )«i(»-')[A |B] [58] 

= (_ l)4Cai»-q-r)[A|B]. 

Nun ist in Bezug auf den Modul. 2 die Grösse q(2n — q — r) 
kongruent q(r — q) oder kongruent q(r — 1), da q* mit. q gleich- 
zeitig gerade oder ungerade ist, romit 

|[B|A] = (— l)«fr-*J[A|B], oder auch 

[A|B] = (- l)<«-i),[B|A]. 
Anm. Vermittelst des fo eben crwierenen Satzes kann man den 
Fall , wo der zweite Faktor eines inneren Produktes von höherer Stufe 
ist als der erste, immer auf den andern Fall zuriickführen , wo der 
.erste Faktor von höherer Stufe ist als der zweite. Diefen letzteren 
Fall , welcher ßch in den oben entwickelten Formeln als der einfachere 
herausstellte, werde ich jetzt vorzugsweife berückfichtigen. 

§. 2. Begriff des Normalen und seine Correlaten. 

151. ErkUrung. Numerischer Werth einer Grösse 
A heisst die poPitive Quadratwurzel aus dem innern Quadrat 
diefer Grösse. Numerisch gleich heissen zwei Grössen 

. von gleichem numerischen Werth, d. h. zwei Grössen, deren 
innere Quadrate gleich find. 

Anm. Fär Zahlen, reelle oder imaginäre, ist die Benennung in 
derfelben Weife auch fönst in Gebrauch, indem zuerst numerischer 
Werth einer pofitiven Zahl diefe felbst, der einer negativen — a die 
entsprechende pofitive Zahl a, d. h. in beiden Fällen die pofitive 
Quadratwurzel ihres Quadrates ist. Hat man eine imaginäre Zahl 

a + l>y — ^9 fo find ihre Einheiten 1 und }/— 1. Eine der beiden 
Wurzeln von V— 1 fei mit i bezeichnet, und 1 und i als Einheiten 
genommen, alfo i* = l, fo ist der numerische Werth von a-f-.binach 

der Definition gleich y a* -f !**> ^^^ auch fönst als numerischer Werth 
der imaginären Grösse a -j- bi aufgefasst wird. In der Geometrie ist 
numerischer Werth einer Linie ihre Länge gemessen durch die Längen- 
einheit u. f. w. 

152. Erklärung. Normal zu einander heissen zwei 
von null verschiedene Grössen, deren inneres Produkt null 
ist. Zwei Gebiete heissen normal zu einander, wenn ihre 
Theile es lind. Zwei Gebiete heissen allfcitig zu einander 
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normal, wenn jede Grösse erster Stufe, die dem einen Ge- 

biele atigehört, zu jeder, die dem andern angehört, normal 

ist; und zwei Grössen heissen allfeitig normal zu einander, 

wenn ihre Gebiete es find. 

A n m. Der Gruod der Benennung ruht in der Geometrie. Nimmt 
man dort die ursprünglichen Einheiten als gleich lange zu einander 
renkrechte Strecken an, wie dies stets geschehen muss, fo zeigt lieh 
leicht, dass das innere Produkt zweier Strecken dann und nur dann 
null ist, wenn diefe Strecken fenkrecht zu einander find. Statt des 
Ausdrucks „fenkrecht" habe ich den „normal** gewählt, als den ab- 
strakteren, der auch eine Anwendung auf nicht r&umliche Verhält- 
nisse gestattet. 

1JS3. Erklärung. Normalsystem n-ter Stufe heisst 
ein Verein von n numerisch gleichen (von null verschiedenen) 
Grössen erster Stufe, von denen jede zu jeder normal ist; 
und wenn n zugleich die Stufenzahl des Hauptgebietes ist, fo 
heisst es ein vollständiges Normalsystem. Der numerische 
Werlh jener n Grössen heisse zugleich der numerische Werth 
des Normalsystems. Einfaches Normalsystem heisst jedes 
Normalsystem, dessen numerischer Werth 1 ist. 

Anm. Im Räume bilden z. B. drei gleichlange und gegen ein- 
ander fenkrechte Strecken ein Kormalsystem. 

1341. Erklärung. Circuläre Aenderung nenneich 
jede Transformation eines Vereins, durch welche 2 Grössen a 
und b des Vereins fich beziehlich in xa -j- yb und in +(xb — ya) 
verwandeln, vorausgefelzt, dass x^ + y^=l fei. Ich nenne 
die circuläre Aenderung eine pofitive oder negative, je nach- 
dem a und b fich in xa -}- yb ^wd + (xb — ya), oder in xa 
-f- yb und — (xb - ya) verwandeln. W^enn hierbei x = cos.a 
und y = nn.a ist, und a und b numerisch gleich und zu ein- 
ander normal find, fo fage ich, der Verein habe fich von a 

nach b hin um den Winkel a geändert. 

Anm. Stellt man fich unter a und b zwei gleichlange und zu 
einander fenkrechte Strecken vor, fo fieht man leicht, dass durch 
die circuläre Aenderung, durch welche a in ai ^=^acos.a4-bfin.a, 
b in bi = b cos. a — a fin. a übergeht , ai und bi von derfelben Länge 
jfind wie a und b und gegen einander fenkrecht bleiben. Es bleiben 
alfo a und b bei jener Aenderung conjugirte Halbmesser eines festen 
Kreifes, wodurch der Name circulärer Aenderuhg gerechtfertigt ist. 
Auch ficht man, dass darin der Winkel von a bis a, gleich a ist. 

8 
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3ind übrigenB a nnd b beliebige Strecken, fo werden ai «nd bt oon- 
jugirte Halbmesser einer konstanten Ellipse, in welcher auch a und b 
conjagirte Halbmesser find. Von diefer Betrachtungswelfe aus würde 
fleh der Name der elliptischen Aenderung empfehlen. Da jedoch die 
Ellipse immer auf den Kreis reducirbar nnd der Kreis die einfachere 
Kurve ist, fo habe ich jenen Namen als den einfacheren vorgezogen. 
Siehe anch Grelle Journal, Band 49 pag. 134. 

159. Durch circulftre Aenderung geht aus jedem Nornnal- 
system ein numerisch gleiches Normalsystem hervor^ 

Beweis. Es feien a, b, c,- • • die Grössen eines Normal- 
systemSy d. h. a* = b* = c* = • • • und = [a|b] = [a|c] = 
[b c] =• • •, und ändere fich a in ai = xa -f- yb und b in b^ 
= xb-^ya, wo X* + y*= 1 ist, fo ist zu zeigen, da$s ai, 
bi, c,-«* ein Normalsystem bilden, in welchem ai*=a^ ist. 
Es ist, da [a|b]=:0 ist, 

ai«= (xa + yb)» = x*a* + y%* 

= (X« + y*)a* (da b» = a*) 
= a* (da x»+y*=l). 
Aus gleichem Grunde ist bi^ = a^ Ferner ist 

[ailbj = [(xa + yb)|(xb - ya)] = xy(b* - a») 

(da [a|b] = 0) 
= (weil b*=:a*). 
Endlich ist 

Nc] = [(xa + yb)Ic] = x[a|c] + y[b;c] =0, 
weil [a|c] und [b|c] = find. Aus gleichem Grunde ist [b^'c] 
= u. f. w. Folglich ist das System ai, bj, c,- • • ein Normal- 
system, dessen numerischer Werth gleich dem des gege- 
benen ist. 



Das kombinatorische Produkt der Grössen eines 
Normalsystems bleibt, bei pofitiver circuldrer Aenderung diefes 
Systems unverändert, und geht bei negativer in feinen ent- 
gegengefetzten Werth über. 

Beweis. Es gehe a in ai = xa -{~ yb^ b in bi = xb — ya 
über, wo x^ -|- y^= 1 ist; fo wird 
[aibj = [(xa + yb)(xb - ya)] 

= x2[ab]— y2[ba] (da [aa], [bb] nach 60 null find) 
= (x^ + y ')[ab] (da [ba] = - [ab] ist nach 55) 
= [ab] (da x* + y^ = 1). 
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Aifo [aibi] = [ab]. Kommen nim zu den gleicken Pro- 
dukten [ab] und [aibi] noch an den entsprechenden Stellen 
gleiche kombinatorische Faktoren hinzu , fo bleiben die Pro- 
dukte gleich. Airo bowiefen. 

157. Die Grössen eines Normalsystems stehen in keiner 
Zahlbeziehung zu einander« und jede Grösse erster Stufe Iftsst 
fich aus einem beliebigen vollständigen Normalsystem nume- 
risch ableiten. 

Beweis 1. Es feien a, b, c,-** Grössen* eines Normal- 
systems. Gefetzt nun, es ständen diefelben in einer Zahlbe- 
ziehung zu einander, etwa fo, dass 

a = /?b -f yc + • * • 
fei, fo multiplicire man beide Seiten innerlich mit a, fo wird 

a* = m'a] + y[c|a] +---=0, 
da [b|a], [c|a],*- null find (nach 153). Alfo wäre a^ = 0, 
im Widerspruch mit 153. Es lässt fich alfo koine der Grössen 
a, b, c, • • • aus den übrigen numerisch ableiten , d. h. fie stehen 
(nach 2) in keiner Zahtbeziehung zu einander. 

2. Ein vollständiges Normalsystem in einem Hauptgebiete 
n-ler Stufe besteht aus n Grössen, und da diefe nach Bew. 1 
in keiner Zahlbeziehung zu einander stehen, fo kann (nach 
24) aus ihnen jede Grösse erster Stufe, da fie immer dem' 
Hauptgebiete angehören muss, numerisch abgeleitet werden. 

158. Wenn eine Grösse A zu mehreren Grössen B, 
C, — von gleicher Stufe normal ist, fo ist fie auch zu jeder 
Grösse normal, die aus ihnen numerisch ableitbar ist. 

Beweis. Wenn A zu B, €,••• normal ist, fo ist 
(nach 152) 

= [A|B] = [A|C]=.... 
Somit auch 

[A|(/?B + yC + . .)] =^[A|B] + y[AlC] + • . • [41] 

= 0, 
da [A|B], [A|C],-.. null find. 

199. Die fämmtlichen Grössen erster Stufe, weiche zu 
Dl Grössen eines vollständigen Normalsystems n-ter Stufe nor- 
mal find , gehören dem Gebiete der n — m übrigen Grössen 
des Systems an. 
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Beweis. Es Tei das System ai, a^ ein vellst&n- 

diges Normals ystem 9 und feien m feiner Grössen, etwa ai* • -8,^ 
zu irgend einer Grösse erster Stufe a normal, fo ist zu zeigen, 
dass a dem Gebiete ain-|i'--aQ angehört. Nach 157 Iftssi fich 
a aus dem vollständigen Normalsystem ai-'^a^ numerisch ab- 
leiten. Es fei der Ausdruck diefer Ableitung 
a = Ojai -| aj^a^. 

Da nun a zu a^, a2,**-am normal ist, fo erhält man, in- 
dem man zuerst mit a^ innerlich multiplicirt, 

= [ai|a] ^ Oiai* -f (hi^M H ^nl^M 

= aiaiS 
da [ai|a2] bis [ai|aj als innere Produkte der Grössen eines 
Normalsystems null find. Da nun ai^ (nach 153) nicht null 
ist, fo folgt aus der Gleichung aiai^ = 0, dass ai = ist. Auf 
gleiche Weife folgt, indem man nach und nach mit 82 >• - * -am 
multiplicirt, dass auch (h9''"^m ^^^^ ^^^^' Folglidi ist 

a = «m+iam-fi H «na„, 

d. h. a gehört dem Gebiete am4i-*-*aQ an. 

160. Jedes Normalsystem Iftsst fich durch fortgefetzte 
eirculftre Aenderung fo umwandeln, dass eine feiner Grössen 
mit einer beliebig gegebenen Grösse erster Stufe, deren 
numerischer Werth dem des Normalsystems gleich ist und 
welche dem Gebiete desfelben angehört, identisch wird. 

Beweis. Es feien ai, a^ die Grössen des gegebenen 

Normalsystems, und k die gegebene Grösse welche numerisch 
gleich ai ist, und fei 

k = Oiai -j «na^. 

Nun wandle man ai und 82 circulär fo um, dass dabei «i in 

Oiai -}- 0282 

übergeht, was (nach 154) möglich ist. Dann ist aiai + 0282 

= Vai + a| Ca , alfo 

k =F«i + (X|C2 + ttgaa -I a^an. 

Darauf wandle man Cj und 83 circulär fo um^ dass da- 
bei C2 in 

Val + ai Ca + «383 



C3=Sr 



fal +ai + ai 
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abergeht. Dann ist 

k = F«i + a| + a J C3 + a4a4 + • • • a^9^. 
In diefer Weife fahre man fori, his 

k =ya{ + «ä -I oj-ic^-i + a^a^ 

wird, und wandle schliesslich Cn_i und a^ circulär fo urn, dass 
dabei c^-i in 

p _ Ftti' -i aj-i Ca,i + aaBn 

t?n — -yy 

übergeht y To ist dann 

» 

Nun ist nach der Hypothefis 

ai*=k*=(aiai -I anaJ*=a|ai-H ajan*, 

weil [ailaj] etc. null find. Und da auch at^=a2^ = * • =an^ ist, 
fo wird 

ai*=(aiM aS)af, 

d. h. aj 4-* :- ai = 1. Dies alfo in die obige Gleichung (^) 
eingeführt y giebt, wenn man den politiven Wurzel werth wählt, 

k = c„, 
d. fa. in dem zuletzt hervorgehenden Normalsystem ist ein« 
Grösse c^ mit der gegebenen k identisch , wie verlangt. 

161. Wenn zwei Normalsysteme gleichen numerischen 
Werth haben, und ihre Gebiete einander incident find, fo 
lüsst lieh durch fortgefetzte circuiare Aenderung, wenn beide 
von gleicher Stufe find, jedes aus dem andern ableiten, wenn 
fie hingegen von ungleicher Stufe find, das höherer Stufe fo 
umwandeln, dass es die Grössen des andern enthftit. 

Beweis. Es feien a, b, c,*** und ai, b|, Ci,*-- zwei 
Normalsysteme von gleichem numerischen Werthe, und feien 
die Gebiete beider einander incident, und zwar das des letzte- 
ren entweder von gleicher oder höherer Stufe als das des 
ersteren, fo müssen (nach 15) alle Grössen a, b^ c,-*- dem 
Gebiete a^, b^, Ci,*-* angehören. Somit kann man (nach 160) 
das Normalsystem a^, b^, C|,-* circulär fo umwandeln, dass 
eine feiner Grössen = a wird. Das fo hervorgehende Normal- 
systcm bestehe aus den Grössen a, b2, C29* - *. Da nun b, c,* • •, 
als Grössen des Normalsystems a, b, c,- • •, zu a, alfo zu einer 
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Grösse des Normalsystems a, b2, C2,' • • normal find, fo müssen 
fie (nach 159) dem Gebiete der übrigen Grössen diefes Systems, 
alfo dem Gebiete b2, Cj,"** angehören. Demnach kann man 
wieder das System bj, C2, • • • circulär fo umwandeln, dass 
eine feiner Grössen = b wird. Das fo hervorgehende Normal- 
system bestehe aus den Grössen b, C3, dg, •••, fo müssen 
wieder aus demfelben Grunde, wie vorher, c, d, • • • dem Ge- 
biete C3, ds,- • • angehören. Das Normalsystem a^, h^, Ci, d^,- • • 
ist dann durch circuläre Aenderungen übergegangen in a, b, 
^39 ^39"'' So l^Aiin mmy wenn das System a^, b|,*-- von 
höherer Stufe ist als a, b, ••*, fortfahren, bis das zuletzt 
hervorgehende System alle Grössen des gegebenen Systemes 
a, b, c, • • • enthält, oder wenn beide Systeme von gleicher 
Stufe find, fo lange bis es alle Grössen des Systems a, b, 
c, •••, mit Ausnahme des letzten, enthält. Dlefe letzte fei 
q, die vorletzte p, und fei das fo hervorgehende Normalsystem 
8, b, • • • p, qn, fo muss nach der angewandten Schlussfolge q 
dem Gebiete q^ angehören, d. h. beide müssen in einer Zahl- 
beziehung zu einander stehen. Ist nun qj^=ixqf wo x eine 
Zahl ist, fo ist, da beide einander numerisch gleich find, 
q^i = qi, alfo x^=l, fomit q^=ipq. Ist qn= — q, fo 
bat man nur statt der letzten circularen Aenderung die ent- 
gegengefetzte zu nehmen, To fällt dann auch die letzte Grösse 
des fo hervorgehenden Normalsystems mit q zufammen, alfo 
ist dann das eine der gegebenen Normalsysteme aus dem andern 
circttlär abgeleitet, wie verlangt. 

162. Das System der ursprünglichen Einheiten ist ein 
(vollständiges) Normalsystem, dessen numerischer Werth 1 ist. 

Beweis. Es feien e^ • • • -e^ die ursprünglichen Einheiten, 
fd ist (nach 143) 

= [ei|e2] =••••. 

163. In jedem Gebiete m-ter Stufe lässt Tichein Normal- 
system gleicher Stufe von beliebigem numerischen Werth an- 
nehmen, und zwar fo, dass dies System Theil eines vollstän- 
digen Normalsystems fei. 



Be\!feis. Es fei Si eine Grösse erster Stufe in dem 
gegebenen Gebiete ni-ter Stufe A, ihr numerischer Werth 
fei 1. Da nun (nach 162) das System der ursprünglichen 
Binhciten ef-'e^ ein vollstftndiges Normalsystem ist, dessen 
numerischer Werth 1 ist, fo ISsst fich (nach 160) dies Normal- 
system circulär fo umwandeln, dass ai eine der Grössen des 
refultirenden Normalsystems wird. Dann ist a^ auf den n — 1 
übrigen Grössen diefes Normalsystems, alfo auch (nach 158) 
zu jeder Grösse ihres Gebietes A^ normal. Dies Gebiet ist 
von (n — l)-ter Stufe und hat alfo mit dem Gebiet m-ter Stufe 
A (nach 26) ein Gebiet gemein , dessen Stufenzahl n — 1 -f 
tu — n = m — 1. ist. Es fei in diefem gemeinschaftlichen Ge- 
biete ag eine Grösse erster Stufe, deren numerischer Werth 
1 ist. Da a^ alfo auch dem Gebiete A^ angehört, fo ist fie 
nach dem obigen zu ai normal, aber auch mit a^ numerisch 
gleich , nämlich = 1 , alfo bilden a^ und ü2 ein Normalsystem 
mit dem numerischen Werth 1. Alfo iftsst Fich (nach 159) 
das vollständige Normalsystem Ci • • • e^ in ein anderes Normal- 
system umwandeln, welches ai und a2 enthält. Das Gebiet 
A2 der übrigen n ^- 2 Grössen diefes Normalsystems ist von 
Cn — 2)-ter Stufe, und alle Grössen erster Stufe, die diefem 
Gebiete angehören, find normal zu ai und a2. Nun haben A 
und A2 ein Gebiet m — 2-ter Stufe gemein; in ihm Fei 83 eine 
beliebige Grösse erster Stufe vom numerischen Werthe 1, fo 
bat man schon ein Normalsystem von drei Grössen a^, 82, 83 
in A, und fo kann man fortfahren. Hat man fo in A ein 
Noroialsystem von (m — 1) Grössen ai • • • a^^i erhalten, fo 
enthält das vollständige Normalsystem, zu dem es gehört^ 
ausserdem noch n — m -f 1 Grössen; ihr Gebiet, was A^^i 
heisse, ist von (n — m + l)-tor Stufe, hat alfo mit dem Ge- 
biete m-ter Stufe A noch ein Gebiet gemein, dessen Stufen- 
zahl n — m-f-l + m— n = l ist. Es fei a^ eine Grösse 
diefes Gebietes, deren numerischer Weith 1 ist, fo ist am, 

da es in A^-i liegt, zu ai a^-i normal und a^ • • • • 8^ 

bilden alfo ein Normalsystem m-ter Stufe in dem Gebiete m-ter 
Stufe A. Diefem Normalsystem kann man dadurch, dass man 
alle feine Grössen mit einer und derfelben beliebigen Zahl 
mulliplicirt, jeden beliebigen numerischen Werth geben. 
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§. 3. Oesetze des inneren Produktes, an den Begriff des 

Normalen geknüpft. 

164. Erklftrung. Normale Zurückleitung A' einer 
Grösse A auf ein <jebiet B nenne ich die Zurttckleitung der 
Grösse A auf das Gebiet B, unter Ausschluss des zu B er- 
gänzenden Gebietes (vergi. 127 und 33). 

Anm. Ist z. 6. a, b, c ein vollständiges Normalsystem und p 
= qa -}- i^b 4- sc eine beliebige Grösse des Hauptgebietes , ' Co ist die 
normale Zurückleitung der Grösse p auf das Gebiet bc gleich rb •\- sc. 
Für die Geometrie ist fie identisch mit der fenkrechten Projektion. 

" 165. Die normale Zurückleitung A' einer Grösse A auf 
ein Gebiet B ist 

A' = [BlW,oder = [B.(A|B)], 

letzteres, wenn der numerische Werth von B gleich 1 ist. 

Beweis. Nach 164 ist A' die Zurückleitung von A auf 
B, unter Ausschluss des zu B ergänzenden Gebietes, d. h. des 
Gebietes |B. Wird {B mit C bezeichnet, fo ist (nach 129) 

[B.AC] ,. _[B>(A|B)1_[B.(A|B)] 
[BC] >«""— [B|B] ~ B» • 

166. Zufatz. Sind ins Befondere A und B von gleicher 
Stufe, fo ist die Zurückleitung 

A' = W3?, oder = [A|B]B, wenn B* = l. 

Beweis. Dann ist nämlich (nach 117) [A[B] eine Zahl 
und kann alfo statt IB-(A|B)] geschrieben werden [A|B]B. 

167. Die Ergänzung des kombinatorischen Produktes A 
von m Grössen eines vollständigen Nornialsystems, welches 
den numerischen Werth Eins hat, ist dem kombinatorischen 
Produkte der (n — m) übrigen Grössen des Systems gleich 
oder entgegengefetzt, je nachdem [AB] = -f 1 oder = — 1 
ist, d. h. 

♦ lA = [AB]By 
wenn die n einfachen Faktoren von [AB] die n Grössen des 
'Normalsystems find. 

Beweis 1. Für das System der ursprünglichen Einheiten 
ist diefe Beziehung in 89 als Definition festgoreizt. 



2. Ich zeige nun, dass, wenn diefe (durch Gleichung * 
dargestellte) Beziehung für irgend ein Normalsystem a, b, 
Cy- • • gilt, fie auch für jedes aus ihm durch circuUlre Aenderung 
hervorgehende Normalsystem gelte. Es gehe durch circulftre 
Aenderung a in ai = xa + y b , b in bi = xb — y a über. Durch 
diefe verwandle fich A in Ai , B in B^ ; Co ist zu zeigen , dass 
auch |Ai = [AiB|]Bi fei. Da nun A und B zufammen alle Grössen 
a, b, • • • des Normalsystems und zwar fowohl A als B jede diefer 
Grössen nur einmal enthalten foUen, fo kommen a und b ent- 
weder beide in A, oder beide in B, oder eine in A und die 
andere in B vor. Wir haben schon in 156 bewiefen, dass 
das Produkt [aib^] bei diefer Aenderung gleich [ab] bleibt; 
fomit bleibt in den beiden ersten Fällen fowohl A als B un- 
verändert, alfo bleibt dann auch die obige Gleichung, die nur 
A und B enthält, bestehen. Im dritten Falle fei a in A ent- 
halten, b in B, und fei A' die Grösse, die aus A hervorgeht, 
wenn man darin b statt a fetzt, und B' die Grösse, welche 
aus B hervorgeht, wenn man darin a statt b fetzt. Dann 
unterscheiden lieh die kombinatorischen Produkte [A^B'] und 
[AB] nur durch gegenfeitige Vertauschung der beiden ein- 
fachen Faktoren a und b, folglich ist dann (nach 55) [A'B^] 
= — [AB], Ferner ist dann 

Ai = xA + yA', Bi = xB — yB', 
folglich 

|A, = x|A + y|A' [101], 

Da nun A und A' nur Grössen des Normalsystems a, b,« • • 
als einfache Faktoren enthalten, und B und B' die jedesmal 
übrigen, fo gilt (nach der Annahme) für de die obige Glei- 
chung *, d. h. es ist 

fA = [AB]B , 1 A' = [A'B']B' = — [AB]B', 
letzteres, weil [A'B'] = — [AB] war; fomit ist 

|Ai = x[AB]B - y[AB]B' = [AB](xB - yB') = [AB]Bi. 
Endlich ist (nach 156) [AiBi] = [AB], indem die einfachen 
Faktoren von [A|B|] aus denen von [AB] durch pofitive cir- 
culäre Aenderung hervorgehen. Alfo ist 

|A, = [A.BJB, , 
d. h. wenn die Gleichung * für irgend ein Normalsystem gilt, 
fo gilt fie auch für jedes daraus durch poftlive circnläre 

8« 
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Aenderung hervorgehende , ebenfo aber auch für jedes daraus 
durch negative Acnderung hervorgehende. Denn die pofitive 
circuläre Aenderung, wie wir fie oben annahmen, wird (nach 
154) in eine negative verwandelt, wenn man das Vorzeichen 
von hl ändert, dann ändert fleh auch das Vorzeichen von B^, 
wobei die gefundene Gleichung bestehen bleibt. AUo bleibt 
die Gleichung * überhaupt bei jeder circulären Aenderung des 
Normalsystems bestehen, wenn üe für irgend ein 'Normalsystem 
gilt. Nach Beweis 1 gilt fle aber für das Normalsystem der 
ursprünglichen Einheiten, alfo nun auch für jedes daraus cir- 
culär abgeleitete. Nun lässt fleh aber (nach 161) jedes Normal- 
system, dessen numerischer Werth 1 ist, aus jenem ableiten, 
alfo gilt die Gleichung für jedes Normalsystem, dessen nume- 
rischer Werth 1 ist. 

168. Alle bisher aufgestellten Sätze gelten noch , wenn 
man statt des Systems der ursprünglichen Einheiten ein be- 
liebiges vollständiges Normalsystem fetzt, dessen numerischer 
Werth Eins ist. 

Beweis. Alle in den ersten drei Kapiteln entwickelten 
Rechnungsgefetze gelten (nach HO) auch dann noch, wenn 
man statt der n ursprünglichen Einheiten beliebige n in keiner 
Zahlbeziehung zu einander stehende Grössen erster Stufe fetzt, 
alfo auch, wenn man die Grössen eines vollständigen Normal- 
systems einfetzt. Ferner gilt (nach 167) der Begriff der Er- 
gänzung wie er in 91 in Bezug auf das System der ursprüng- 
lichen Einheiten aufgestellt ist, auch in Bezug auf jedes Normal- 
systeni, dessen numerischer Werth Eins ist. Aber auf dicfem 
Begriff der Ergänzung und den in den ersten drei Kapiteln 
entwickelten Rechnungsgefetzen beruhen alle Sätze des inne- 
ren Produktes, ~wie fie bisher entwickelt wurden. 'Alfo gelten 
diefe Sätze noch, wenn man statt des Systems der ursprüng- 
lichen Einheiten ein Normalsystem fetzt, dessen numerischer 
Werth Eins ist. 

Anm. Vermöge des fo eben bewiefenen Satzes ist alfo der Be- 
griff des inneren Produktes in fofern nicht mehr an das System der 
ursprünglichen Einheiten geknüpft, als man statt diefes Systems ein 
beliebiges NormaUy Stern fetzen kann, dessen numerischer Werth Eins 
ist, ohne dass irgend einer der bisher aufgestellten Sätze eine Aenderung 



erleidet. Es erscheint alfo der Begriff des inneren Produktes nur noch 
an den Begriff des Kormalsystems geknüpft, und dies tritt daher in 
den folgenden Entwickelangen statt des Systems der ursprünglichen 
Einheiten hervor. 

169. Das innere Produkt zweier Grössen ändert feinen 
Werth nicht, wenn man statt des einen Faktors feine nor- 
male Znrückleitung auf das Gebiet des andern fetzt, d.h. 

[A|B] = [A|B1 und ' 

[B|A] = [B'|A], 
wenn B' die normale Zurückleituug von B auf das Gebiet A 
ist (alfo A von gleicher oder höherer Stufe als B ist). 

Es fei A von m-ter Stufe, B von p-ter, das Hauptgebiet 
von n-ter, Xb kann man (nach 163) ein vollstündiges Normal- 
system ai a^ fo annehmen, dass m feiner Grössen, etwa 

&i " "^9 ^^ ^ liegen, and fein numerischer Werth 1 fei. Die 
p Faktoren von B find dann (nach 157) aus ai**a,^ nume-' 
risch ableitbar, alfo B aus den multiplikativen Kombinationen 
von ai • • • a^ zur p-ten Klasse numerisch ableitbar. Diefe Kom- 
binationen feien Bj, B2,«''Bq, Bq^-i,- • • «B,, wo Bi«-«Bq die 
Kombinationen aus a^ a„ find; und fei 

fo find (nach 147 u. 168) [A|Bq+i],. • .[A|BJ alle gleich null, 
da jede der Grössen Bq^-i bis B, folche Faktoren enthält, die 
in A nicht vorkommen, und diefe Grössen alfo der Grösse A 
nicht incident find, alfo wird 

[A|B] = /J,[A|Bi]4-...^q[ABq] 

= [A|OSiBi+..../?qBq)]. 

Aber (nach 127) ist ß^B^ -\ /5qßq die Zurückleitung 

von B auf das Gebiet [ai***am]9 mit Ausschluss des Gebietes 
[Bni+i --aj, letzteres Gebiet ist aber (nach 167) Ergänzung 
des ersleren; alfo ist ßiBi +»-*'/?qBq die normale Zurück- 
leitung von B auf das Gebiet [ai* • • -aoi], d. h. auf das Gebiet 
von A, alfo gleich B^ und fomit 
[A|B] = [A|B']. 

Aus gleichem Grunde ist [B|A] = [B'(A]. 

170. Wenn man in einem inneren Produkte zweier 
gleichstufiger Grössen die eine auf das Gebiet der andern 
normal zurückleitet, und diefe Zurückleitung fo wie die Grösse, 
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auf deren Gebiet zurückgoleitet ist, durch ein und dasfelbe 
Maass misst, dessen numerischer Werth Eins ist, fo ist das 
Produkt der beiden MessungSrQuotienten gleich dem gegebenen 
inneren Produkt, d. h. 

[A|B] = «/»', wenn A = aE, 
und die normale Zurückleitung B' von A auf B gleich /?'£, 
und der numerische Werth von E gleich Eins ist. 

Beweis. Nach 145 ist 
[AIB] = [AIB']. 

Es fei E ein Gebietstheil von A, dessen numerischer 
Werth Eins ist, und fei A = aE, B' = ß'E, fo ist [A|B'] 
= aj»'[E|E] = ai?'E * = «/»', da E*=rl ist. 

171. Wenn die Gebiete von A und B zu einander all- 
feitig normal find, und C eine beliebige Grösse von niederer 
oder gleicher Stufe wie B ist, fo ist 
[AB|AC] = A*[B|C] und 
[CA|BA] = A*tC|B]. 
Beweis. Es fei ein Normalsystem angenommen, dessen 
Grössen fich auf die Gebiete A und B vertheilen, und dessen 
numerischer Werth 1 ist, und fei dasfelbe zu einem vollstän- 
digen Normalsysteme ergänzt; fo ist C aus den multiplikativen 
Kombinationen der Grössen jenes Normalsyslems (69, 77 b) 

numerisch ableitbar. Es fei C = y^Ci + Y2C2 -] 9 ferner 

fei A = aAi, B = /9Bi, wo A^, B^ kombinatorische Produkte 
der Grössen des Normalsystems find, fo ist 

[AB|AC] = a'ß[fi^B,\A,(y,C, +Y2C2 + • Ol 

= a2i9yi[A|BtlA,Ci] + aVy2[AiBi|AiC,] + . • -. 
Aber [AiBi|AiCJ ist, wenn Aj, Bj, C, Einheiten höherer 
Stufe, d.h. kombinatorische Produkte der ursprünglichen Ein- 
heiten find, (nach 149) gleich [B||CJ. Dasfelbe findet aber 
(nach 168) noch statt, wenn jene Grössen kombinatorische 
Produkte der Grössen eines einfachen Normalsystems find, 
alfo in unferm Falle. Somit wird 

[AB|AC] = a^i9y,[B,|C,] + a^ßy^ß^M +"' 

= «'i?[Bi|(ytCi+y2C2 +•••)] 
= a'ß[B,\Cl 

Da nun Ai^ gleich 1 ist, 'weil Ai ein kombinatorisches 
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Produkt von Grössen eines einfachen Normalsystems ist, fo 
ist der gefundene Ausdruck 

= «»MiHBtlC] = (aAO*[/»B||C] 

= A»[B|C]. 

Auf gleiche Weife ergiebt fich die zweite Formel des 
Satzes. 

172. Wenn A mit A von gleicher Stufe, B aber von 
gleicher oder höherer Stufe wie B ist, und [AB] nicht ver- 
schwindet, fo ist 

(a) [AB|^ = [A|4[B|Ä] + [At\A][Bi\B] +• • • • und 

(b) [BA\BA] = [BIB][A\A] + [B\B,][A\A,] +••••, 
wo A, Ai,* • • > die multiplikativen Kombinationen aus den ein- 
fachen Faktoren (erster Stufe) von [AB], und B, B|,*-- die 
zu A, Ai,*** ergänzenden Kombinationen (Ind (fo dass alfo 
[AB] i= [A,Bi] = u. f. wj. 

Anm. Wenn nämlich A'eine der multiplikativen Kom- 
binationen aus Si, 8], ••a^ ist, fo nenne ich diejenige multt- 
plikative Kombination B, welche die HimmtUchen in A nicht 
enthaltenen Elemente enthält, und mit einem folchen Vor- 
zeichen (+) verfehen ist, dass [AB] = [8182* «aj ist, die zu 
A ergänzende Kombination. 

Beweis 1. Es feien die einfachen Faktoren von [AB] 

alle zu einander normal. Da A von gleicher Stufe mit A ist, 

fo ist es aus den multiplikativen Kombinationen A, A|,-** 

numerisch ableitbar. Es fei 

A = aA + Äi Aj + • • • , 
fo ist 

[AB' AB] = [AB|(aA + a^A^ +'")B] 

= a[AB|AJ5] + «1 [ABjAi J5] -f . • • . 
Da nun (nach der Annahme) [AB] = [A^Bi] =• • • ist, fo 
erbalten wir den gefundenen Ausdruck 

= a[AB|AJ5] +ai[AiBi|AiJ5] +•-.. 
Da nun die einfachen Faktoren von [AB] alle zu ein- 
ander normal find, und identisch Find mit denen von If [AiBJ 

• 

u. f. w. (nach der Annahme), fo ist A zu B allfeitig normal, 
und ebenfo Ai zu B^ u. f. w. Folglich ist (nach 171) der zu- 
letzt gewonnene Ausdruck 

= aA*[BiJ5] + ai Ai'[B, |Ä] + • • • . 
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Nun ist aber [A,|-4] = [AJ(aA + aiAi +•••)] = «,Ar', 
weil Ar mit den zu ihm normalen Grössen A, Ai, , aus- 
genommen Ar, innerlich multiplicirt, null giebt (naeh 147, 168). 
Alfo kann man in dem vorher gefundenen Ausdruck A^j^ statt 
o^A,' fetzen und jener Ausdruck wird 

= [A\A][B\B] + [\,\A][B,\B]+..., 
d. h, die Formel (a) gilt für unfere Vorausfetzung. 

2. Nun zeige ich, dass, wenn die Forndel (a) fttr irgend 
eine Reihe von einfachen Faktoren gilt, aus denen [AB] be- 
steht, fie auch noch bestehen bleiben, wenn man diefe Faktoren- 
reihe lineal ändert (fiehe 71), d. h. statt irgend eines Faktors 
a fetzt a -f-j^b, wo b einer der andern Faktoren und ß eine 
Zahl ist. Hierbei behält (nach 72) das Produkt [AB], alfo 
auch die linke Seite unferer Formel, denfelben Werth. Be- 
trachtet man nun irgend ein Glied der rechten Seite, z. B. 
[Ar(-4] [B^B] , fo können a und b entweder beide in A, vor- 
kommen, oder beide in B,, oder eins in A,, das andere in 
B, Ip den beiden ersten Fällen bleibt fowohl der Werth von 
A, als der yon B^ unverändert, alfo auch das betrachtete Glied. 
Im letzten Falle kommt noch ein anderes Glied [Aa|^][Bg|B] 
vor von der Art, dass A, und A^, im üebrigen diefelben Fak- 
toren enthalten, nur dass, wo das eine diefer Produkte den 
Faktor a enthält, das andere den Faktor b enthalte. Dann 
stehen B^und B^, da fie die jedesmal dem A, und A^ fehlen- 
den Faktoren enthalten, in derfelben gegenfeitigen Beziehung 
zu einander. Es kommt alfo a in einer der Grössen A^ und 
Ag vor; es mag a in A, vorkommen. Nun fei A' die Grösse, 
welche aus A, hervorgeht, indem man darin b statt a fetzt, 
und B^ die Grösse, welche aus B,. hervorgeht, indem man 
darin a statt b fetzt. Dann enthält alfo A^ diefelben Faktoren 
wie Ag und B' wie B^; es find alfo dann A' und B' (nach 57) 
den Grössen Ag und Bg entweder gleich oder entgegengefetzt. 
Da [A'B'] aus [A,BJ durch Vertauschung der beiden einfachen 
Faktoren a und b hervorgehl, fo ist (nach 55) [A'B'] = — 
[A,BJ , und dies = — [AgBg] (nach der Annahme). Wenn alfo 
A'= + Agist, fo ist B' = + Bg. Wenn man nun die lineale 
Substitution von ^ + ßb für a einführt, fo verwandelt fich 
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[A,M][BJB] + [A.W[B.|B] = [A,|^][B,|B]-[A'|^][B'|B] in 

[(A, 4- MOM] [KB] - [A'M] [(B' + /?B,)|B] , 
weil nSmlich B, und A' kein a enthalten und alfo unverändert 
bleiben, während A, in A, + ßA' und B' in B' + ßB^ fleh ver* 
wandelt. Aifo verwandelt fich jene Summe in 

[A;,^][B,|B] - [A'\J][B'\B] + ß[A'\A][B,\B]- ß[A'\Ä][B^B], 
d. h., da die letzten Glieder fich aufheben, der Werth jener 
Summe bleibt ungeändert. Es bleibt fomit die ganze rechte 
Seite unferer Formel bei jener linealen Substitution unge- 
ändert, indem die Glieder entweder einzeln ungeftndert bleiben 
oder, wenn fie geändert werden, fich zu Gliederpaaren grup- 
piren, deren Summe ungeftndert bleibt. Da fomit beide Seiten 
der Formel bei linealer Substitution ungeftndert bleiben, To 
bleibt die Formel, wenn fie für irgend eine Faktbrreihe gilt, 
fiuch bei deren linealer Aenderung bestehen. 

3. Es fei endlich die Faktorreihe a, b, • • * • eine ganz 
beliebige, doch ihr kombinatorisches Produkt [AB] nicht null, 
fo Iftsst fich (nach 163) stets eine Reihe zu einander normaler 
Grössen erster Stufe ai, 82,* •- angeben, von der Art, dass 
[ab • • >] = [aia2- - *]. Dann Iftsst fleh aber (nach 76) die 
Grössenreihe a, b,-*- aus ai, 82,*- durch lineale Aenderung 
ableiten. Nun gilt nach Beweis 1 unfere Formel für die Reihe 
der zu einander normalen Faktoren ai, a2,***, alfo nach Be- 
weis 2 auch für die durch fortgefetzte lineale Aenderung daraus 
hervorgehende Faktorreihe , alfo auch für a, b,*-* d.h. all- 
gemein. 

173. Wenn A und A von gleicher Stufe find, ebenfo 
B und B u. f. w., endlich L und ^, M aber von gleicher oder 
höherer Stufe ist wie M und [AB • • • LM] ein nicht verschwin- 
dendes kombinatorisches Produkt von Grössen erster Stufe ist, 
fo ist 

= 2'[Aa 1^] [Bb |B] • • • • [Lil^] [M..IM] , 

wo [AaBb LiMm] diefelben einfachen Faktoren enthält wie 

[AB--«LM], nur in anderer Folge, doch in der Art, dass 
beide Produkte einander gleich find, wo ferner A» eben fo 
viel Faktoren enthält wie A, Bb wie B u. f. w.. und wo endlich 
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die Sttmme^ fich auf alle mögliGhen yerschiedenen Ausdrücke 
diefer Art bezieht, fo dass nftmlich AaBb • • • -LiMm und Aa'Bb' 
. . . .Li'Mm' als verschiedene Ausdrücke gelten, wenn wenigstens 
eins der Grössenpaare A^ und A»', Bb und Bv,***- aus zwei 
Grössen besteht, die in keiner Zahlbjeziefaung zu einander 
stehen. 

» _ 

Beweis 1. Für zwei Faktoren ist der Satz in 148 be* 
wiefen, wir können nämlich die Formel 172 auch in folgender 
Weife schreiben 

* [AB|^Ä]=Z[AaM][Bb|B], 
wo AaBb die im Satze dargestellte Bedeutung haben, welche 
mit der Bedeutung der Grössenpaare AB, AiBi,*-- in 172 
zufammenßiUt. 

2. Purch wiederholte Anwendung des Satzes für zwei 
Faktoren gelangt man zu dem Satze für beliebig viele Fak- 
toren. In der That kann man das Produkt [AB**--LM] zu- 
nächst uls aus den zwei Faktoren A und [BC • • • LM] bestehend 
anreben. Dann wird 

[AB. . . 'LTA\AB' • .^M] = [A(BC. • .LM);j(J5r. • -AM)] 

= ^[Aal^JpC. . .LM)b!Br. . . 'jiMl 
wo der Index b unter der Klammer andeuten foll, dass der 
in der Klammer stehende Ausdruck als. Eine Grösse, gemftss 
der Formel *, behandelt werden foll. Der gefundene Aus- 
druck ist aus demfelben Grunde wieder 

= Z[Aa|^][Bb|B][(CD. . .LMJcir^- • -^M], 
und fetzt man dies fort, fo erhält man ihn zuletzt 

= Z[AaM][BbtÄ] • • • • [Li^][M„,|ilf]: 

Anm. Die gefammte Schaar der Grössenreihe Aa, Bb * ' • Mm kann 
man auf folgen de^ Weife kombinatorisch entwickeln: Man betrachtet 
die einfachen Faktoren des Produktes [AB-**-] als kombinatorische 
Elemente, entwickelt aus ihnen die multiplikativcn Kombinationen 
zur fo vielten Klasse, als die Stufe von A beträgt, fo erhält man die 
Grössen Aa', zu jeder derfelben entwickelt man die multiplikativen Kom- 
binationen aus den in ihr nicht vorkommenden Elementen zur fo vielten 
Klasse, als die Stufe von B beträgt, fo erhält man zu jedem Aa die 
fämmtlichen zugehörigen Grössen B\r und fo fort; endlich die letzten 
diefer multiplikativen Kombinationen, die zu der Grösse M gehören, 
fetzt man gleich 4^ Mm, wobei man das Vorzeichen fo bestimmt, dass 
[A»Bi» • • • . Mm] = [AB« • »MJ wird. Zum Beispiel , wenn A ==ab, B = cd, 
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C=^M,c:e is^^.Jo'erb&lt man folgende Scbaar von je drei GfösscHi 
von denen jedesmal die erste eine Grösse A», die zweite eine zuge- 
hörige Grösse Bb, die dritte die zu beiden gebörigie Grosse Cc darstellt: 



ab, ed) e 
ab, ce, — d 

ab, de, c ' 

ac, bd, — e 
ac, J>e, d . 
ac,* de, — b 



ad) bc, A^ 
ad, be, — c 

ad, cc, b 

ae, bc, — d 
ae, bd, c 
ae, cd, — b 



bc, ad, e. . 
bc, ae, — d 

bc, de, a 

bd, ac, — e 
bd, ae, c 



be, ac, d 
be, ad, — c 
be, cd, a 
cd, ab, e 
cd, ae, — b' 



cd, be, « ' de, bc, a. 



ce, ab, — d 
ce, ad, b 
ce, bd, — a 
de^ ab^ c 
de, ac,' — b 



bd, ce, — a 

1T4. Zufalz. Wenn in dem inneren Produkte [AB--- 
jAB' • •] die Grössen A und A von gleicher Stufe find, ebenfd 
B und B und fo fort, fo ist 

rA'B'--l 



[AB-.-.]' 

wo A' = ^[ÄJiÄ\X, B' = ^[Bp|5]B7, «. f. w., und wo die 

A, die multiplikativen Kombinattonen aus den einfachen Fak- 
toren des äusseren Produkts [AB**-] zur fo vielten Klasse 
Tind, als die Stuferrzahl von A beträgt und entsprechend die 

B, u. f. w. 

Beweis. Nach 173 ist _^ __Ll- 

[AB- . . '\AB' . :] =;Z"[AaW[Bb|^]-- • '/ wo' • 

[AaBb---] = [AB ] 

isty mit den näheren in 173 ,angegebürien Bestimmungen. 

Da nun A mit A von gleidier Stufe ist, alfo auch A» mit 
A^ fo ist (nach 141) [Aa|^] eine Zahl und aus gleichem Grunde 

[Bb|Ä], u. f. w. Folglich können wir statt ^tA»M]08bIß]'-'- 

schreiben ' ' * 

. ■ ..• . . ^ y [A,|^[B„lg]-/.[.A^Bb. •:••] • 

jLmd [ArfBb*"*;l . 

Alfii,.da [AaBb-;-] fleich [AB>;.]ist, . , 

^ Z"[AaM] [B^IB] ' • [AJBfe - ] .• [AB • • ]. 
Oder, da (nach 46) die Zahlfaktoren beliebigen Faktof^n eines 
Produktes zugeor^ne) wefden könne^, 

= Z([Ä7MlA..[Bb|B]Bb.'.-)- [AB . . ]. 

Hier enthält (nach 17f3) jedes frodiikt [AaBb • • *] diefelben 

Faktoren erster Stufe wia [A6* \*1 alfo. .^nthftlt in jedem der- 

felben A» andere aU^Sb^ u f. w. Da nun aber die Produkte, 

in denen Aa, Bb,*«* gleiche Faktoren erster Stufe enlbalteii, 
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null nnd, fo können wir diefe Produkte zu dem obigen Aus- 
drucke hinzufügen y und erhalten dann denrelben (nach 45) 

= [Z[Ä3]A;- Z[B.'B]B,..] : [AB . . ], 

_[A-B^>.] 
•~ [AB.-.]' 
17S. Das innere Produkt zweier Grössen m-ter Stufe 
A und B, deren jede aus m einfachen Faktoren besteht , ist 
gleich der Determinante aus m Reihen von je m Gliedern, 
die man crhfilt, indem man nach der Ordnung jeden einfachen 
Faktor von A mit jedem von B zu einem inneren Produkte 
verknüpft, d. h. es ist 

[abc. • -la'bV. • •] = Determ.fCalal, [a|b'], [a'c'], • • 

[ba'], [b|b'], [b;c'], • • 
[c|a'], [c|b^, [c!c'], . . 



wo a = [ala'], Oi — [a|b'], aj = [a|c'], • • • 

^ = [b|aa A = [l>|b1,/?a = [bc'],... 

y = [c|a'], Yi = [c|b'], Yi = [c o% • • • 
u. f. w. 

Beweis. Nach 174 ist 

[.bc...|.'l.v...i = (^j5. 

WO ai=[a;a']a + [b|a']b + [cja']c -| = aa + /Jb -f- yc + 

bi=[a|b']a + [b|b']b + [c;b']c+ • • • =Oia + ftb + /jC + 
ci=[a|c']a + [b|c']b + [c|c']c+. • • =o»a + /?2b + ^0+ 



• • 



ist. Aber nach 63 ist 

[(oa-f-/Jb+yc-f-- •)(«ia+A'>+yiC+- •)(«ja+/?al>+y»c+. •)• •] 

= ^+ («AXj • • O-Cabo- •]. 
Alfo _ 

[abc...|a'bc'...]--p^77:^ ^^^^77;^ 

176-179. Zu Tatze. Ins Befondere ist 
176- -[ablaV] = [ala^Lblb'] — [a|b'][a'ib], 
l77--[ab]»=a»b»— [a|b]», 



1T8. .[abc]'= a'b^c'— a'[b|c]»— b^[c|a]»- c*[a|b]» 

+ 2[a|b][b|c][c|a], 
IT9-.[abcd]> = Deleriu. / a^ [a|b], [a'c], Wd] 

J [b|a], b^, [b|c], [bld] 
[c|a], [c.b], c', [c|d] 
[d|a], [d|b], [d|c], d', 

180- • [ab|c] = [a|c]b — [b;c]a, 

181- [abc|d] = [a;d][bc] + [b|d][ca] + [c|d][ab], 

182 • . [abcd|o]=[a|e] [bcd] + [bje] [cad] +[o|e][abd]+ [dle][cba]. 
Denn in 180 bis 182 kann man den zweiten Faktor des 
inneren Produktes (c, d oder e) als Produkt betrachten , dessen 
zweiter Faktor 1 ist (alfo c-l, d*l oder 0*1), und kann dann 
No. 173 anwenden; wobei man zu beachten bat, dass nach 
den Gefetzen kombinatorischer Multiplikation 

[ab] = — [ba] , [a • bc] = [b • ca] = [c • ab] und 
[a • bcd] = [b • cad] = [c • abd] = [d • cba] ist. 

183. Wenn man aus einer Reihe von (n) Grössen erster 
Stufe die multiplikativen Kombinationen zu irgend einer Klasse 
bildet, und jede derfeiben mit der erginzenden Kombination 
zu einem inneren Produkte verknüpft, fo ist die Summe diefer 
Produkte null, d. h. 

.[A|B] + [A,|BJ+....=0, 
wenn A , Ai , • • die multiplikativen Kombinationen aus den n 
Grdssen erster Stufe Si , Sa , • • • a,^ zu irgend einer (m-lon) 
Klasse, und B, Bi,----die ergänzenden Kombinationen find« 
Beweis 1. Es fei zuerst angenommen m>^=sn — m. 
Da nun A eine der multiplikativen Kombinationen von at i * • • a^. 
ist, fo wird es die Form haben 

A= [a^a. a,], 

wo r, s,* • -z beliebige m verschiedene unter den Zahlen 1 •• «n 
find. Da ferner B die ergänzende Kombination zu A i^, fo 
muss es als Faktoren diejenigen n — m unter den Clrösaen 
Si - • 'Sn enthalten, welche unter den Grössen a,, a«,« • •». nicht 
vorkommen. Es feien dies a,', as'**«-, a«', fo dass alfo B 
= (— l)p[ar'aa" • »a«'] isL Ferner muss das durch ( — 1)p an- 
gedeutete Vorzeichen (nach 172 Anm.) fo bestimmt werden, 
dass [AB] =r= [ai • - • aj wird, d. b. dass 



ist. Von gleicher Form rind die rämmtlichen übrigen Produkte 
[Ai|B|] u. r. vr. Sollen die KombitiaMohen A, B, A|, ^ir* 
wohlgeordnete fein, fo hat man ndch die Bedingungen hinzu- 
zufügen, dass r<:s<r-«-<:u<cv<:'»-<:. z und r' <: s' <: 
• ••<:u' fej. Fügen wir diefe Bedingung hinzu, fo wird 
[A|B] + [AilBJ + . . . - , 

Fassen wir hier ay • • • «a« zu einetn Faktor zufammen und 
fligen dem zweiten Faktor des miieren Produktes an letzter 
Stelle noch den Faktor i hinsu, Ib wird die Bedingung von 
No. 173 erfflIR,' aifo wird der obigi) Ausdruck 

•* IA|BJ + [A,[B,^+'- ' 

==2^(— OP[a,|ar']KM- . -[aulau'l^ayaw- -a.], 
wobei noch die Cfteichung (^') beigeben bleibt, und auch die 
Bedingungen r''<: s' <: — <c w* und v <: w <:•••<: z geltend 
M^beti, hingegen 4iä Bedingung, dass r <: s <: • • • <c u fei, 
#egfiillt, und die SiMmfe fleh auf alle unter jenen Bedingun- 
gen möglichen Glieder bezilfehl. Ich zeige nun, dass in «diofer 
Summe alle Glieder pftar weife einander entgegengefel«t ßnd, 
und fich alfo heben. Es fei irgend eins diefer Glieder betrach- 
tet, etwa 

C— 1 > Earfai^'] [a, fsg'] [a« la«/] [Sy aw • • • • a, ] 

wo dliß 'Irfdtceis bestininil^ (von einander verschiedene) Werthe 
haben, die den' öbfgän Bedingungen' genügen,- und \vq nach 
ddm Qbrfen p eiheh folchen Werth hat, dass die Gleichung 
(*) erfüHt- WiW. Da die Indices r, r', s, s',*'^u, u' aHo 
von einander verschieden find, fö wird liegend einer der kleinste 
unter ihnen fein müssen, und unter den Produkten [arjar'], 
[^fllMr ***[M^a'l '^11*^ irgend eln6 diefen kleitisten faidex 
enthalten; es fei dies beispielsweife das Produkt [arjar'].' Dies 
augenomnieii, tertausche man r und r' und ftndere das Zeidien, 
fo erhik man einen Ausdruck 

♦** (— ly +*[ar'|aj[aja«0 [aulauOLaraw' • -a,], 

von welchem ich zeigen werde, dass er glefchAiUiB als Glied 
in der obigen Summe (^) vorkommt. SoHte der Ind^x # 
grösser fein als s', fo gebe man dem Faktor [a,<[ar] iitirer den 
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übrigen Fakforen [«gja«']* • • •Isufiiu'] ein& Tolcbe StoUongr dass 
die Bedingung erfüllt wird, vermöge welcher "iet zweite Inddx 
in jedem dieser Faktoren kleiner Tem MI als d«ir >vf6}te la^ex 
das nftchst folgenden Faktors. Ich wiH annehmen, dass diefe 
Bedingung erfQllt Tei, wenn man den Faktor [^aj om q 
Stellen nach rechts rückt, was gestattet ist, da üHe ifiefe Fak^ 
toren Zahlen Tind. ISr ist n>in noch zu zotgon, das3 auchflie 
durch Gleichung (^) ausgedrückte Bedingung für das fo her- 
vorgehende Glied gilt, d. h. dass fie noch bestehen bleibt^ 
wenn man in ihr p + 1 statt p fetzt, auf der linken Seit« 
ar' mit a, vertauscht und diefe beiden Faktoren um q SteUeii^ 
nach rechts rückt. Das Produkt, welches auf diefe Weif« 1111& 
( — 1)P [a,a, • • • a^aT • • • a^ar^as- • • • au'] hervorgeht,, heisset F , fo is^ 

Denn ipan kann in diefem Produkte P die Faktoren a^ un^ 
a,' gleicbfKeitig wieder om 9 Stellen zurückrücken « ohne dass. 
fich (nach 58) der Wertk des Produktes ändert. Ferner ist 
der letate Ausdruck (nach &6)y indem man a^ und a,/ verlauscht, 
= — ( - l)p+^[t,a, • anay • • • a, ar-a,* • • • a,'] , 

^ =(~0^lMi attay"a,ar'a,'--'au'] 

= [a^aj • • • a J [nach *]. 

Alfo P = [aiaa aj. Alfo.ist jener Ausdruck (***). 

allen Bedingungen unterworfen , denen die Glieder der Summa> 
i^**) unterworfen find, ist alfo, da jene SuoMiie .alle (liieder 
enthält die jenen Bedingungen genügen, felbst ein Gfied.jener, 
Summe. Dies Glied hebt fich nun mit dem euerst betrachteten- 
Güede auf; denn 

(— i )P [a^lar'l [a Ja«*] • . • [a« |au'][«v aw- - • a, ] 

+' (— l)P+^[ar'(a J[a Ja«^] • '• • [au |au1[ay aw : • • «, ] 
ist null, da Ma,] == [a^M ist (nach 144) und (— 1)p+* 
= — ( — 1)P ist. Aber auf diefelbe Weife, wie nus lälem ersteren 
diefer beiden Glieder das letztere hervorgeht, geh} aqs diefem 
jenes hervor. Und auf gleiche Weife findet fich tn jbdem, 
Gliede jener Sumnto ein ihm zngepaartes, . welcl^s fich mit 
ihm aufhebt; alfo isjl j^ne Summe null, alfo auch^ das dtefer 
Summe gleiche ^ ' ^ 

[A|B] + [Aj|Bi] +....= 0, 
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2. WeiMi m <: n — m ist, Tu ist (nach 150), wenn noch 
iii(n — m — 1) = c geretzt wird, 
[A|B] + [Ai'BJ + . . . =(~ iy\[B\A] + (- l)1[Bi|AJ + • • • 

=(- 1)1([B:A] + [B,|AJ + ....) [98], 
Hier ist (nach Beweis 1) die in Klammer geschlossene 
Summe 0, alfo 

[A|B] + [AilBJ +•••=(- 1)1(0) = [89]. 

184. Zufatz. Wenn man aus einer Reihe von 4m 
Grössen erster Stufe af-afo^ die Tämmtlichen multiplikativen 
Kombinationen A, B, C*** zur 2m-ten Klasse, welche eine 
diefer Grössen, z. B. ai enthalten, bildet, und jede derfelbcn 
mit der ergänzenden Kombination zu einem inneren Produkte 
verknüpft, fo ist die Summe diefer Produkte null, d. h. 

[A|AT + [B|B'] +.... = 0, 
wo A, B,**- die multiplikativen Kombinationen aus ai,-*** 
a4„ zur 2m-ten Klasse, welche ai enthalten, und A', B',--- 
deren ergänzende Kombinationen Tind. 

Beweis. Da A, B,«-« die fämmtlichen ai enthaltenden 
multiplikativen Kombinationen aus 4m Elementen zur 2m-ten 
Klasse und, fo find ihre ergänzenden Kombinationen A^, BV * - 
die fömmtlichen Kombinationen aus denfelben Elementen zu 
derfelben Klasse, welche ai nicht enthalten. Ferner, da die 
Stufenzahlen von A, B,-.A', B',- gerade find, fo ist (nach 
58) [AA'] = [A'A], und alfo (nach 172 Anm.), wenn A' die 
ergänzende Kombination von A ist, auch A die ergänzende 
Kombination von A^, und ebenfo B die von B', fomit (nach 183) 
[A|A'] + [B|B'] +•••.+ [A'l A} + [B'|B] + • • •= 0. 

Aber (nach 144) [A|A'] = [A'jA], [B|B'] = [B'|B].-. 

Alfo 

2[A1A'] + 2[B|B'] +. . • =0, d. h. 
[A|A'] + [B|B'] + =0. 

185—187. Zufätze. Ins Befondere ist 
185. [ab|cd] + [ac|db] + [adlbc] = 0, 

1,8a [ab|c] + [bc|a] + [calb] = 0, 

187. [abc|d] - [bcd|a] + [cda b] — [dab|c] = 0. 
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§. 4. Besondere Sätze Aber die innere Multiplikation zweier 

GröMen erster Stufe. 

188. Die Bedingungsgleichungen ffir die innere Multi- 
plikation zweier Grössen erster Stufe find 

(a) K|e.]=0, wenn r ^ s, 

(b) [e,|ej = K|eJ = • • • , 

und zwar gelten diefelben auch , wenn man statt der Einheiten 
ei , 62 , • • • e^ ein beliebiges vollständiges Normalsystem fotzt. 
Beweis. Die Geltung der beiden Gleichungsgruppen für 
die Einheiten ist in No. 142 bewiefen. Alfo gelten üe (nach 
168) auch für jedes einfache vollstfindige Normalsysteni. Sie 
gelten aber auch für jedes beliebige vollständige Norinaisystem. 
Denn find a, b, zwei Grössen desselben und ist X der nume- 
rische Wertb des Normals ystems, fo dass a = Aa% b = Xb' 
gefetzt werden kann, wo a' und b' den numerischen Werth 1 
haben, fo ist [a1b'] = 0, alfo auch [Aa'|Ab'] = 0, d. h. [a|b] 
= und [a'|a'] = i , alfo [a|a] = [Aa'|Aa'] = X^l^y] == X\ 
Ebenfo [b|b] =A^, alfo [a|a] == [bjb]. Zu zeigen ist noch, dass 
die beiden obigen Gruppen die vollständigen Bestimmungsglei- 
chungen enthalten, d. h. (nach 4S) dass zwischen den Pro- 
dukten [Crjeg] keine andere Zahlbeziehung herrscht, als eine 
aus jenen beiden Gruppen ableitbare. Es lassen fleh vermöge 
der beiden Gruppen alle Produkte [Cplc.], fofern r gleich s ist, 
gleich [e||e|] fetzen, während fie verschwinden, fobald r von s 
verschieden ist. Hat man alfo irgend eine Bedingungsgleichung 

fo verwandelt fle fich in 

Z^ar,r[ei|ei] = 0, 
aifo, da [eijei] gleich 1 ist, in 

Ist aber letzteres der Fall, fo geht die Gleichung 

schon aus den obigen beiden Gruppen hervor, fornit enthalten 
jene beiden Gruppen das vollständige System der Bestinunungs- 
gleichungen. 

Anm. Fär die innere Hultlplikation zweier beliebiger Grössen 



vos den Stufen p und q (q ^ = p> ist das System der BesUmmnngs* 
gleichungen in den beiden Gleichungsgruppen enthalten: 

(a) [£|F] =0, wenn £ nicht mit F incident ist, . 

(b) [£|£G] s^ [E'IE'GJ, wo £, F, G, £' kombipatoriscbe Pro- 
dukte der ur8prilnglic|ien Einheiten find, E, E' von p-tcr, F,, [^] 
und [£'6] Yon q-ter Stufe und die' letzteren beiden nicht null fmä/ * 

189. [a;b] = [b|a] (spccieljer Fall von Nö. 144). 
j. 1B9, Efl ist 

[Kai +. «282 + • • OKM + ftaa + • •)] 

= OlA»!^ + «2/^282* , 

,weAQ %i, 821* • * * zu einander normal find. 

Beweis. Denn we nn O iat + «2^2 4"** »»it ^My und 
/S^ta + /J^as -f ••• mit j^/?ra, bezeichnet wird, fo ist 

[(Ol«!' + «2«2+ • 0|(ftadhM2 + ••)] = iXMr'XiMr] 

=^ZaA[ar:a.] [42] 

weil a, und a^, wenn r von s verschieden ist, nach der An- 
nahme zu einander normal find, alfo (nach 188) ihr inneres 
iProdükt null ist. Der letzte Ausdruck ist aher 

191. Es ist 

((«lai + «282 + • • : Kftai + i52a2 + • • )] =«iA + «2/^2 + • • , 
wenn ai, 82^-** ein einfaches Jformal^ystem bilden.* 
Beweis. Denn nach 190 ist 

[(«181 + ce^a, H ) Cj^iBi -f- /?2a2 + • •)] 

aber, wenn a^, 82,« •• ein einfaches Normalsystem bilden, fo 
ist a| = a* =• • = 1, alfo der gefundene Ausdruck ' * 

= «ift + «2fti . . -- 

192. Wenn ai, 82,* •• zu einander normal TmA\ to isi 
(ai + aj +••)* = aj + aj +•-. . . . 

Beweki ans iiW). 

193. Es ist 

• (fi-f l))«=«a« + 2[a|b] + bK 

eweU. * Es ist . . 

(a + b)' = [(a + b)|(a + b)] 

= [a|a] + Ca|b] + lfc|a] +-{b|b] {42], 
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alfo (nach 189) 

= a* + 2[a|b] + b^ 
194. Es ist 

(a + b + c>' = a^ + b^ + C + 2[b|c] + 2[c|a] + 2[a|b]. 
Beweis wie in 193. 

Aom. Die Sätze 192—194 stellen, geometriscli gedeutet, den 
Pytliagoräischen Lelirfatz Debst feiner Erweiterung für die £bene wie 
für den Raum dar. 

§. ö. Einführung der Winkel. 

193. Unter ^^AB (Winkel AB) verstehe ich, wenn A 
und B von gleicher Stufe aber nicht null, und a und ß ihre 
numerischen Werlhe find, denjenigen Winkel zwischen und 
n (diefe Gränzen mit eingeschlossen), dessen Cofinus gleich 
dein durch die numerischen Wertiie dividirten inneren Pro* 
dukte jener Grössen ist, d. h. ich fetze 

COS. ^AB = Ml .1AB = 0. TT. 

ap 

Ferner verstehe ich, wenn a, b, c,-»- Grössen erster 

Stufe find, und a, /9, /,*•• ihre numerischen Werthe, unter 

fin. (abc- • •) den Ausdruck, welcher numerisch gleich ^^ 

€Lpy* • • 

und nicht negativ ist, d. h. 

fin. (abc- • •) >== und numerisch = 



d. h fin. ^(abc • • • ) = 



aßy* • • ' 
[abc- • •]' 



a^ßY"' 
196. Wenn a, b Grössen erster Stufe find, fo ist 

fin. (ab) = fin. ^-ab. 

Beweis. Denn nach 195 ist 

[abp^ a^b^ -^ [ajb ]^ 

a'ß^ ~ a^ß 



fin.W = ^.V = "" J" ^ [177] 



[151J 



1 



-m 



— 1 — COS. »"^ab [195] 

= nn. *^ab. 
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UimI da nach der Definition fin. (ab) nie neptiv und ^ab 
ein Winkel zwischen und tt, alfo Tm. ^ab auch nicht negativ 
ist', fo folgt aus fin. ^(ab) = fin. 2^ ab, dass fin. (ab) = fin. 
-^ab fei. 

197. [A|ß] =aj?cos.^AB, wenn A und B von gleicher 
Stufe und a und ß jhre numerischen Werthe find. 

Beweis aus 195. 

198. [ab]^ = (a/9fin. ^ab)^ wo a und ß die numerischen 
Werthe von a und b find. 

Beweis. Nach 177 ist [abp = a2/J2—[a(b]2 

= a^ß^- (aßcos.^BhV [197] 

= a2/?2fin.2z.ab. 

Anm. In diefen Formeln tritt der Gegenfatz zwischen dem 
äusseren und inneren Produkte in einfachster Gestalt hervor. Während 
das innere Produkt zweier Grössen erster Stufe gleich dem Produkte 
der numerischen Werthe in den cofinus des Zwischenwinkels ist, fo ist 
das äussere Produkt derfelben, abgefehen vom + Zeichen, gleich dem 
Produkte der numerischen Werthe in den finus des Zwischenwinkels. 

199. Es ist 

[abjcd] =aj9yjfin. '^abfin.^cdcos.(<^ab-cd), 
wenn a, ß^ y, ö die numerischen Werlhe von a, b, c, d find. 

Beweis. Der numerische Werlh von [ab] ist ([ab]^)^ 

1 

und der von [cd] ist ([cd]^)^, alfo ist (nach 197) 

[ablcd] = ([ab]^[cd]-»)*cos.(^ab.cd) 

= [(aj9fin.^ abytffin.^cd)2]W.(^ab.cd) [198]. 
Aber da das Produkt a/Sfin.-^abyJfin. ^cd pofitiv ist, fo 
hebt fich das fortschreitende Potenziren diefer Grösse durch 
2' und i auf, und es wird 

[ab|cdj =ai9y<ffin. ^abfin.^cdcos.(^ab-cd). 

200. Die normale Zurückleitung von A auf eine Grösse 
gleicher Stufe B ist numerisch gleich Acos. '^AB. 

Beweis. Wenn A' die normale Zurückleitung von A 
auf B ist, fo ist (nach 166) 

A' = EÄ = «jgcos.^ABB ^^ gy^ 

= otcos,^AB'-^y alfo numerisch = A cos. ^^ AB. 

ß 
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901. Wenn a, b, c,- • • zu einander normal find, fo ist 
für jede aus ihnen numerisch ableitbare Grösse k 

k a b 

— = — COS. ^ak + -ttCOS. -^bk + • • •• 
X a ß ^ 

wo X, a, ß,* * ' die numerischen Wertbe von k, a, b, • • * ßiid. 
Beweis. Es fei "k = xa -f- yb -f • • • j fo erhalten wir 
durch innere Multiplikation mit a, da [b|a] u. f. w. null find, 
[a|k]=x[a|a]=xa^ [151], 

ir [»W (ucos.^ak ..^^ 

alfo X = ^-Y = 5 , [197] 

= — cos. -^ak. ^ 

a 

Aus gleichem Grunde ist y = — cos.^bk u. f. w. Diefe 

Werthe von x, y,** in die obige Formel eingefetzt, giebt 

X X 

k = — cos.^aka -f- -^cos.^bkb +• • •, d. h. 

OL p 

— = — COS. ^ak + -s-cos. ^bk H . 

X a ß 

202. Wenn a, b zu einander normal und k und I aus 

ihnen numerisch ableitbar find, fo ist 

cos. ^kl = cos. ^akcos. ^al + cos.-^bkcos.-^bl-j-- •. 
Beweis. Nach 195 ist, wenn x, ^ a, /?,**• die nume- 
rischen Werlhe von k, ], a, b,*-- find, 

;Q cos. ^al + 4cos. ^bl + ••')] [201] 

gl b- 

— 5C0S. 'iiakcos.^al -|- -^ 
a^ ß 

weil [ajb] u. f. w. null find. Da nun a^ = a^ b^ = ß\ u. f. w., 

fo erhält man 

cos.'^kl=:cos.'^akcos. ^al + cos.^bkcos.^bl +••••. 

Zufatz. Man kann diefen Satz auch fo ausdrtickefi: 
Statt eine Grösse erster Stufe (k) auf eine andere 1 zurück- 
zuleiten ^ kann man jene zuerst auf die Grössen eines Normal- 
systems zurückiciten und dann die fo erhaltenen Zurück- 



-^^cos. 'iiakcos.^al -|- ^^cos. ^bkcos.-^bl -| , 
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leilangen aar 1 zurücUeiten, und diefe letzten Zurückleitimgen 
addiren, vorausgefetzt, dass hierbei alle Zurückleitungen nor- 
male find. 

303. Wenn a, b,*** zu- einander normal find, fo ist 
für jedes aus ihnen numerisch ableitbare k 
i = COS. *^ka -f- cos, '^kb -f • • • . 

Beweis. Die Formel geht aus 202 hervor, wenn man 
l = k fetzt. 

204. Wenn a, b,*** zu einander normal und k und 1 
aus ihnen numerisch ableitbar und gleichfalls zu einander nor- 
mal find, fo ist 

O = cos. ^akcos.^al -j- cos.^bkcos.^bl +• • •• 

Beweis. Die Formel geht aus 202 hervor, wenn man 
^ilk = 90« felzt. 

208. Wenn a + b -) =0 ist, und a, /3,-. die 

numerischen Werthe von a, b^" find, fo ist 

a) a;/?:- • • • =rin.a': finb':» • •, 

wo a', bV * die zu a, b,-** ergänzenden Kombinationen aus 
a, b,« • • find, 

b) «COS. ^ax + /?cos./^bx -] — • =0, 
wo X eine beliebige Grösse ist, 

c) lin.a'cos. ^ax -f- fin. b'cos. ^bx -f ••..== 0. 
Beweis 1. Multiplicirt man die Gleichung 

a + b -I = 

kombinatorisch mit cd**-, fo erhält man 

[acd. . .] + [bcd- . •] =0, alfo [acd- 0^= [bcd- ']\ 
wo [acd***] das Produkt aller Grössen a, b, c,***, mit Aus- 
nahme von b, und [bcd* • •] das Produkt aller Grössen, mit Aus- 
nahme von a, ist. Somit ist (nach 195) 

(aytf * * *)2rin.2[acd*l -f (/Sy<J. * *)2fin.2[bcd. • *] = 0, 
oder a*rin.^[acd- * •] ==:/?^fin.*[bcd* • •]. 

Nun ist cad* * • die ergänzende Kombination zu b, alfo = b', und 
bcd* • * die ergänzende zu a, alfo = a', alfo fin.b^ = fin. (cad* •) 
Uttdnn.a' = fin.(bcd* •), alfo, da a, ßy fin.a', fin.b'' pefitiv find, 

afin.b' = /?rin.a', d. h. a: ß=Vin.9if itin.b', 
und famit allgemein 

a; ß :* " =: fin. a' : fin. b : • • • . 



\ 
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2. MuUiplicirt man die Gleichung a -f b -f * * = inner- 
lich mit einer beliebigen, von null verschiedenen, Grösse erster 
Sture X, fo erhält man 

[a|x]+[blx]+...=0, 
alfo wenn $ der numerische Werth von x ist, ist 

ajcos.^ax -{- /JJcos.^bx +• ••• =0, d.h. 
acos. ^ax + /}cos. ^^bx -{-•.. =0. 

3. Substituirt man in die To erhaltene Gleichung die vor- 
her gewonnenen Werthe von a :/?:/:••• , fo erhält man 

fin.a'cos.^ax + fin.b'cos.^bx -{-.... =0, 

A nm. Die entwickelten Formeln haben nur dann eine Bedeutung, 
wenn zwischen den Grössen a , b , • • • keine andere Beziehung herrscht, 
als die durch die Gleichung a -{• b -{-* * =-^ dargestellt ist, d. h. wenn 
die n Grössen a, b, • »• in keinem Gebiete von niederer als (n— l)ter 
Stufe vereinigt find. Für drei Grössen enthält die erste den bekannten 
Satz, dass im Dreieck die Seitenlängen (ich wie die finus der Gegen- 
winkel verhalten. 

306--213. Aus den Formeln 172, 175-178, 184, 
185 ergeben fich mit Hülfe der angegebenen Winkelbezeich- 
nungen folgende Formeln: 

206. fin.^AB-fin.-^Jßcos.(^AB-^ß) 

= ^cos. ^AjA COS. ^ Br-B, 
wo Ar die Kombinationen aus den einfachen Faktoren von 
[AB], zur fo vielten Klasse, als die Stufe von A beträgt, und 
B, die ergänzenden Kombinationen find. 

207. fin.(abc- Ofin.Ca'b'c- ^cos.C^abc- • a'b'c'- • •) 

= Delcrm. f cos.^aa', cos.^ab',»«» 

cos. -^ba', COS. ^bb', • • • 

208. fm. ab fin. cd cos. (^ ab • cd) 

= COS. ac COS. bd — cos. bc cos. ad , 
and wenn hier a und c statt c und d gefetzt wird 

209. fin. ab fin. ac cos. (^ab • ac) = cos. bc — cos. ab cos. ac, 
eine bekannte Formel der sphärischen Trigonometrie, ferner 

210. fin.^ib = l — cos.^ab, 

was hier als die Transformation von 177 mit aufgeführt ist. 

211. fin. '[abc] = 1 — cos. ^bc — cos. ^ca — cos. *ab 

-f 2 COS. bc COS. ca COS. ab. 
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ai2. fin.Afin Bcos.^AB + fin.Aifin.BiCOS.^AiBi + • • 

= 0, 
wenn A, Ai,* • die Kombinationen aus 2n Grössen erster Stufe 
zur n-ten Klasse, und B^-Bi,-*- deren Ergänzungen find. 

213. fin. ab (in. cd cos.(^ab • cd) -f-fin. ac fin. bd cos.(^ ab • cd) 

-j- fin. ad fin. bc cos. (^ ad • bc) = 0. 

Anm. Ebeiifo würden fich die übrigen Formeln aus §. 3 haben 

[abcdj ' 

um'gestaltcn lassen, wenn man nocb ■ o \ ~ = cos. ^abcd gesetzt 

hätte u. f. w. 

214-215. Ferner aus 193, 194 ergiebt fich. 

214. (a + b)* = a^ + 2ai9cos.^ab + ß\ 

215. (a + b + c)* = a^ + ß^ + y^ + 2i?ycos. ^bc 

4- 2ya cos. ca + ^ß cos. ab , 
wo a, /9, y die numerischen Werlhe von a, b, c find. 

^ttp. 5. ^nwcnbunjen auf bic (Seometric. , 

§. 1. Addition, Subtraktion, Yervielfachung und Theilung 

von Funkten und Strecken. 

216. Erklärung. Wenn ein Punkt E und drei gegen 
einander fenkrechte und gleich lange Linien als ursprüngliche 
Einheiten angenommen find, und a, ai, otj, 03 beliebige Zah- 
len find, fo verstehe ich 

a) unter 

E + «161 + OaCj + ttaCg 
den Punkt A, zu welchem man gelangt, indem man von E 
aus zuerst um eine Strecke EB fortschreitet, welche gleich 
a^Ci ist, d. h. welche mit Ci gleich oder entgegengefetzt ge- 
richtet ist, je nachdem ax poFitiv oder negativ ist, und deren 
Lange fich zu der von e^ wie Oi zu 1 verhält, dann von B 
aus um eine Strecke BC, welche in demfelben Sinne gleich 
0262 , und endlich von C aus um eine Strecke CA , welche in 
demfelben Sinne gleich 0363 ist, fortschreitet, 

b) zweitens verstehe ich dann unter 

«1^1 -f OjCa + «303 
eine Strecke, d. h. eine gerade Linie von bestimmter Länge 
und Richtung, und zwar diejenige Strecke, welche gleiche 



«i») 143 

Länge und Richtung hat mit dar von E nach dem Punkte 
E + «iCi + cejCa + «363 gezogenen geraden Linie, 
c) drittens unter 

a (E + aiCi + o^ea + 0363) 

= aE + aaiCi +00262+ ««363 
das o-fache des Punktes E + o,ei + 0362 + Osej, und 
Tetze fest, dass für alle diefe Grössen und ihre Verknüprungen 
die in Kap. L gegebeneu Bestimmungen, und alfo auch die 
daraus abgeleiteten Sätze gelten. 

Anm. Grössen erster Stufe find alfo hier die einfachen und viel- 
fachen Punkte und die Strecken von bestimmter Länge und Richtung. 
Durch die Erklärungen in §. 1 ist dann die Addition, Subtraktion 
Vervielfachung und Theilung diefer Grössen bestimmt, und durch die 
Sätze in §. 1 die Geltung der algebraischen Verknüpfungsgefetzc für 
fie nachgewiefen und in den folgenden §§. die befonderen Eigenschaften, 
welche ihnen als extenfivcn Grössen zukommen. Wir leiten hier zu- 
nächst aus diefen formellen Bestimmungen die Konstruktionen ab, 
durch Vielehe die Refultate der verschiedenen Verknüpfungen erfolgen. 

217. Weiirr A = E + a^ei +0362 +«363 ist, fo find 
^a^ei, (tjCij «363 die fcnkrechteh Projektionen (normalen, Zu- 
rückleilungen) von EA auf die 3 von E ausgehenden mit Ci, 
^2j ®3 gleichgerichteten Axen. 

Beweis folgt unmittelbar aus der Definition. 

218. Lehrfatz aus der Geometrie. Gleichgerich- 
tete Strecken, auf diefelbe gerade Linie fenkrecht projicirt, 
liefern gleichgerichtete Projektionen, die fich ihrer Länge nach 
wie die projicirlen Strecken verhallen; und umgekehrt, wenn 
die fenkrechlen Projektionen zweier gerader Linien auf drei 
gegen einander fenkrechte Axon gleich lang und gleich ge- 
richtet find, fo find die projicirten Linien felbst einander gleich 
lang und gleich gerichtet. 

219. Lehrfatz aus der analytischen Geometrie. Wenn 
A, B, C drei beliebige Punkte einer geraden Linie find, und 
AB, BC, AC durch ein Stück DE diefer Linie gemessen, be- 
ziehlich die Ouotienten o, j?, y geben, wobei jeder Quotient 
pofitiv oder negativ genomiinen ist, je nachdem die gemessene 
Linie mit der messenden (DE) gleich oder entgegengefetzt 
ist, fo ist allemal 
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was man auch, der Kürze wegen, schreiben kann 
AB + BC = AC. 

220. Mehrere Strecken (von gegebener Richtung und 
Länge) addirt man, indem man Tie, ohne ihre Richtung und 
Länge zu ändern, stetig an einander legt, d. h. fie fo legt, 
dass wo die eine aufhört, die nächst folgende anfängt, dann 
ist die gerade Linie vom Anfangspunkt der ersten zum End- 
punkte der letzten der gefuchten Summe gleich lang und gleich- 
gerichtet. 

Beweis. Erstens für 2 Strecken a und b. Es fei 
a = ttiBi -f- OaCa + a^e^ , 

alfo (nach 6) 

a + b = («1 + /?i)ei + («2 + i?2)e2 + («3 + i^3)e3. 
Ferner fei E + a = A, E 4-b = B, E +(a + b) = C, fo ist 
(nach 216) die gerade Linie EA mit a gleich lang und gleich- 
gerichtet, EB mit b, EC mit a + b. Endlich fei FG mit EA 
gleich lang und gleichgerichtet und GH mit EB, fo ist zu - 
beweifen, dass FH mit EG gleich lang und gleichgerichtet 
' fei. Da FG mit EA gleich lang und gleichgerichtet ist, fo 
gilt dies (nach 218) auch für ihre Projektionen ; nach 217 find 
aber die Projektionen von EA gleich und gleichgerichtet mit 
a^ei, 0362, ^es, fomit gilt" dies auch von den Projektionen 
von FG; aus gleichem Grunde find die Projektionen von GH 
gleich lang und gleichgerichtet mit /^iCi, /?2^2 9 ßs^Z' Bs feien 
nun Fj, Gl, H^ die Projektionen von F, G, H auf die von 
E ausgehende mit Ci gleichgerichtete Axe, fo ist alfo FiG| 
mit aiCi gleich lang und gleichgerichtet, G^H^ mit/?iei, d. b. 
F|G| und Gl Hl liefern, durch Ci gemessen, die Quotienten a| 
und/?|, fomit liefert (nach 119), da Fi, Gi, Hj in Einer ge- 
raden Linie liegen, FiHi, durch ei gemessen, den Quotienten 
a^ -{- ßt, d. h. FiHi ist mit (Oi -{- /^i)<)i gleich lang und gleich- 
gerichtet. FiHi ist aber die Projektion von FH auf die durch 
E in der Richtung von Ci gelegte Axe. Wendet man diefelbe 
Schlussfolge auch auf die übrigen Axen an, fo ergiebi ficb, 
dass die Projektionen von FH gleich lang und gleichgerichtet 
find mit (ttj +i^i)ei, (ctj 4-/^2)62? («3 4-/53 )«3j «•• h. mit den 
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Projektionen von EG, fomit ist (nach 118) FH mit EC gleich 
lang und gleichgerichtet, d. h. mit a + b, was zu bew^ifen war. 
Zweitens. Hat man nun mehrere Strecken a, b, c u. 
r. w., und ist a mit FG, b mit GH, c mit HI,***- u. f. w. 
gleich lang und gleichgerichtet, fo ist nach dem ersten Theil 
des Beweires a -f b mit FH gleich lang und gleichgerichtet, 
alfo auch wieder, da a + b mit FH, und c mit HI gleich lang 
und gleichgerichtet ist, a + b + c mit FI, u. L w. 

321. Das Produkt einer Strecke a mit einer Zahl a ist 
wieder eine Strecke (b), welche mit der ersteren (a) gleich 
oder entgegengofetzt gerichtet ist, je nachdem die Zahl a po- 
ntiv oder negativ ist, und deren Länge fich zu der von a, wie 
a zu 1 verhält. 

Beweis. Es feien E, Oi, e^ e^ als Einheiten genommen, 
und Tei 

a = aiet + «2^2 + «303, fo ist 
b = aa = aia^ei + a^e^ + «363) 
= aa^Ot + cMXaea + aa3e3. 
Der letzte Ausdruck bedeutet aber (nach 216) eine Strecke, 
welche gleiche Länge und Richtung hat mit der von E nach 
dem Punkte B = E -f- oMi^t + 00202 -f 00363 gezogenen gera- 
den Linie £B. Die Projektionen diofer Linie auf die 3 von E 
ausgehenden mit Oi, 02, 03 parallelen Axen find (nach 217) 
aa^eij 00202 + 00363. Ebenro ist o^Oi + 0262 + 0363 eine 
Strecke, die gleiche Länge und Richtung mit der von E nach 
dem Punkte A = E -f- ^^i^i + <^2<^2 + ^^3 gezogenen Linie hat, 
und OiOi, 0262, 0363 find die Projektionen von EA auf die ge- 
nannten 3 Axen. Ist nun zuerst o poDtiv, fo flnd 00^ Oi, 00362, 
00363 beziehlich mitOiej, 0362, 0363 gleichgerichtet, und ver- 
halten fich zu ihnen wie o : i , alfo gilt dasfelbe (nach 218) 
auch für die projicirten Linien, d, h. £B ist mit EA gleich- 
gerichtet, und feine Länge verhält fleh zu der von EA, wie 
o : 1 ; da nun b mit EB und a mit EA gleiche Länge und Rich- 
tung hat, fo find auch a und b einander gleichgerichtet, und 
verhalten fich ihrer Länge nach, wie 1 :o. 

Ist aber o negativ = — /?, fo find oo^ei, 00262, 00363, 

d. h. — i^Ofei, — §n%^%y — /^«aCa? <•>« Projektionen von EB, 

10 
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nnd ßnd (nach 216) denen von EA, nfimlich aiBi, 0263, 0363 
entgegengefetzt gerichtet, foniit find die von BE, nUmlich 
ßdieij ß(he2 9 ß(h^3j mit denen von EA gleichgerichtet, und 
ihre Längen verhalten Tich^ wie ß :lf alfo find auch BE und 
EA gleichgerichtet, und verhalten fich, wie ß:iy Mo find 
EB und EA und ebenfo alfo auph b und a einander entgegen-* 
gefetzt gerichtet, während ihre Längen fich noch wie i:ß 
verhalten. 

232. Die Summe aA -{-/?B + • • •, in welcher A, B,--« 
Punkte, a, /?,*•• Zahlen find, ist eine Strecke oder ein viel- 
facher Punkt, je nachdem a -{- ß -{ gleich oder ungleich 

Null ist, und zwar ist im ersten Falle 

a\ + ßB-\ =a(A — R) + /?(B — R)H , 

im zweiten 

aA + i9B H =(a + /?-j )S, 

„_ a(A-R) + ^B^ tf) + '- 
wo S — R = ■■ „ j_ a j_ y 

und R ein beliebiger Punkt ist. 
Beweis. Es ist 

A = R + A-^R, B = R + B — R. 

Setzt man diefo Werthe in den Ausdruck aA -f j9B -[- • • • 
ein, fo erhält man 

aA + iJB + . . . = (a + i?+- .)R + a(A — R)+/?(B -R)+ . . . 
Alfo erstens, wenn a + /? + • • • = ist, 

= a(A--R) +iJ(B — R)H . 

Ist hingegen a + jS -j von Null verschieden, etwa gleich 

CT, fo wird 

a\ + ßB -I = irR + a(A— R) + /9tB - - R) H 

= crS, 

wen« s=R + ^f^:=52±Mz:RH--, 
d.h. s-R = ?f^-=:BiM(LzR)±iii 

er 
gefetzt ist. 

Zufatz. Wenn A und B Punkte find, fo ist A — B die 
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Strecke, welche mii der geraden Linie BA gleich lang und 
gleichgerichtet ist. 

Beweis. Nach 218 ist A — E eine Strecke, welche 
gleich lang und gleichgerichtet ist mit der geraden Linie EA 
und B — E eine mit EB gleich lange und gleichgerichtete 
Strecke; nun ist 

A— B=(A— E) — (ß— E), alfo 

=(A — E) + (E — B)=(E~B) + (A— E). 
Da nun E — B und A — E Strecken find, die mit B£ 
und EA beziehlich gleich lang und gleichgerichtet find, fo ist 
ihre Summe (nach 220) mit BA gleich lang und gleichgerichtet, 
d. h. A — B mit BA. 

Anm. Hierdurch rind alfo die Strecken aaf Differenzen Ton Punk- 
ten zurückgeführt, und ihre durch stetiges Aneinanderlegen gebildete 
Summe stellt fich als eine Summe folcher Differenzen dar, in denen 
Hch der Endpunkt jeder Strecke mit dem Anfangspunkte der nächst 
folgenden aufhebt. 

223. Wenn man von einem beweglichen Punkte (R) 
nach einer Reihe fester Punkte (A, 6,* • •) gerade Linien zieht, 
und diefe, nach konstanten Verhältnissen (l:a, !:/?,•••) 
ändert (fo dass dadurch die Linien RA', RBV * * hervorgehen, 
welche mit RA, RB, • • • beziehlich gleich oder entgegengefetzt 
gerichtet ßnd, je nachdem a, /?,*• pofitiv oder negativ find, 
und fich ihrer Länge nach zu RA , RB, • • • verhalten wie die 
Zahlen a, j3, • • zur Einheit), und dann die fo erhaltenen Linien 
(RA^, RBV * O9 ohne ihre Richtung und Länge zu ändern, stetig 
aneinander legt, fo hat die Linie (RP) vom Anfangspunkt (R) 
der ersten zum Endpunkt (P) der letzten folgende Eigenschaft, 

1) wenn die Summe der Verhältnisszahlen (a, ß,") null 
ist, fo ist diefe Linie [RP] von konstanter Länge und Richtung, 

2) wenn die Summe der Verhältnisszahlen ungleich null 
ist, fo geht diefe Linie (RP) durch einen festen Punkt (S), 
welcher von diefer Linie (RP) den fo vielten Theil abschneidet, 
als jene Summe (« + /?+•••) beträgt. 

Beweis. Der Satz ist nur ein anderer Wortausdruck 
von 222. 

Anm. Der Punkt S ist bekanntlich der Schwerpunkt zwischen 
den Punkten A, B,* • •, wenn deren Gewichte fich wie a:ß: ver- 
halten*, hier wird er naturgemftss d^n Namen Summenpunkt führen. 
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2^4. Der Summenpunkt S der Summe ctA + /^B -f-* *-» 
in welcher a -f i? + * * * ^0 ist, hat die Eigenschaft, dass 

a(A — S) + /JCB — S ) H =0 

ist; und kein zweiter Punkt befitzt diefe Eigenschaft. 

Beweis. Denn fetzt man in 222b. den Punkt R = S, 
fo wird 

S _ S = c( A-S ) + />(B -S)+-' 

<t -{^ ß -{-••• 

d. h. = a(A — S) + iJ(B-.S)H . 

Soll diefe Gleichung noch für einen zweiten Punkt R 

gelten, alfo 

= a(A — R) + /»(B - R) + • • 

fein, fo erhält man durch Subtraktion 

= aCR — S) + iJ(R — S) H 

= (a+/?+...XR-S), 

alfo, da a -{- ß -^"> (nach Hyp.) ungleich null ist, 

= R-S, 

alfo R = S, d. h. es giebt keinen zweiten von S verschiedenen 

Punkt, der jene Eigenschaft hat. 

225. Die Summe zweier einfachen Punkte ist gleich 
ihrer doppelten Mitte; und die Summe zweier vielfachen 
Punkte ist, wenn die Kocfficienten gleich bezeichnet find, ein 
vielfacher Punkt, dessen Koefficient die Summe der Koeffi- 
cienten der Summanden ist, und dessen Ort zwischen den 
Orten der Summanden fo liegt, dass er von ihnen im umge- 
kehrten Verhältnisse ihrer Kocfficienten absteht, hingegen 
wenn die KoefBcienten cntgegengefetzt bezeichnet und nume- 
risch nicht gleich find, ein vielfacher Punkt, dessen Koefficient 
die algebraische Summe der Kocfficienten der Summanden ist, 
und dessen Ort in der Verlängerung der geraden Linie, welche 
die Orte der Summanden verbindet, fo liegt, dass er von 
diefen Orten im umgekehrten Verhältnisse ihrer Kocfficienten 
absteht. 

Beweis liegt unmittelbar in 222. 

226. Die Summe eines einfachen Punktes und einer 
Strecke ist der Endpunkt der geraden Linie, welche diefer 
Strecke gleich lang und gleichgerichtet ist, und deren An- 
fangspunkt der gegebene Punkt ist. 
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Beweis. Es Tei die gerade Linie AB gleich lang und 
gleichgerichtet mit der Strecke p, To ist (nach 222 Zur.) 

B — A = p. 
Alfo A +p = A +B — A = B. 

327. Die Summe eines a- fachen Punktes (aA) und 
einer Strecke (p) ist der a- fache Endpunkt einer geraden 
Linie (AB) , deren a-faches mit diefer Strecke (p) gleich lang 
und gleichgerichtet und deren Anfangspunkt (A) der gegebene 
Punkt ist. 

Beweis. aA -|-p = af A + — \ alfo wenn das a-fache 

von AB mitp gleich lang und gleichgerichtet ist, alfo AB mit 

-^, fo ist 
a 

B-A = i 
a 

und alfo oA + P = «(A + B — A) = aB. 

Anm. Die Addition der Punkte ist zacrst (1827) von Moebiiis 
in feinen baiycentriscben Kalkäl gelehrt worden. Die Addition der 
Strecken scheint zuerst von Bellavitis in mehreren AufTätzen (1835, 
1837) der Annali delle Sciense del Begno Lombard o-Veneto veröffent- 
licht zu fein. Ganz unabhängig davon ist die Bearbeitung meiner Aus- 
dehnungslehre von 1844 (S. 24, §. 101—102), in welcher auch zuerst 
der Zufamroenhang zwischen beiden Additionen ans Ijcht gestellt ist. 
Es fehlt jedoch fowohl in jenen Werken als auch in diefem der Kach- 
weis, dass es keine andere Addition der Punkte und Strecken gicbt, 
als die hier angegebene , und dennoch erscheint diefer Nachweis noth^ 
wendig , wenn jene Addition als eine wirkliche Addition jener Grössen, 
and nicht blos als eine abgekürzte Schreibart aufgefaast werden foll, 
wie letzteres Moebius will. Es ist daher zu zeigen, dass der allge- 
meine Begriff der Addition , wenn er ins Befondere auf Punkte (oder 
such auf Strecken von gegebener Länge und Richtung) angewandt wer- 
den foll, keine andere als die oben dargestellte Addition liefern kann. 
Zu dem Ende ist zunächst die allgemeine Bestimmung festzuhalten, dass 
keine Verknflpfungv geometrischer Gegenstände als folche an einen be- 
stimmten Ort im Räume gebunden fein darf; oder, um diefe Bestim- 
mung rein mathematisch auszudrücken: „Alle yerknttpfunge^ räam- 
licher Grössen müssen von der Art fein , dass jede Gleichung^ welche 
zwischen einem Verein von Punkten statt findet, auch bestehen bleiben 
muss , wenn man statt diefer Punkte die entsprechenden Punkte einea 
kongruenten Vereines fetzt.** Die Addition und Subtraktion ist nun 
dadurch bestimmt, dass erstens die 4 Grundformeln 
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1) a4-b = b + ft, 
2)a4-(b + c)=a+b + c, 
3) a + b — b:=^a, 
4)a-bfb=a 
gelten; nnd dass ausserdem die durch die Verknüpfung entstehenden 
Grössen in möglichst weitem umfang von gleicher Gattung fein xntLssen, 
wie die vcriinüpften. Diefe letztere Bestimmung muss noch iodivi- 
daalifirt werden. Da nach der dritten Grundformel, auch wenn A 
und B Funkte ßnd, 

A + B-B^A, 
alfo ein Punkt, und nach der ersten und dritten 

A + B-A = B, 
alfo auch ein Punkt ist , fo liegt die Annahme nahe , dass auch A 4- B 
«— C als Punkt zu fetzen ist. Doch genügt es, diefe Annahme nur für 
den Fall zu machen, dass C die Hitte zwischen A und B ist. Wir 
machen alfo, um der angeführten Bestimmung zu genügen, die An- 
nahme, „dass wenn C die Mitte zwischen den Punkten A und B ist, 
allemal A -f B — C wieder ein Punkt fei." Hiermit find die nothwen- 
digen Annahmen erschöpft. Zunächst folgt aus dem Gelten der 4 
Grund formein das Gelten aller allgemeinen Additions- und Sabtrak* 
tionsgefetze. Demnächst beweife ich, dass wenn der Punkt C die Mitte 
zwischen den Punkten A und B ist, A + B — G = C fei. Es fei A 
4- B — = X gefetzt, fo kann X nicht von C verschieden fein. Denn 
angenommen, X wäre von C verschieden, fo. verlängere man XC um 
fleh felbst bis Y, fo dass XG=^CY wird. Dreht man nun die Figur, 
welche die Punkte A, B, 0, X enthält, innerhalb einer Ebene, in wel- 
cher diefe Figur liegt, um den Punkt G herum, bis He einen Winkel 
von 180® beschrieben hat, fo f^lt nun A dahin, wo vorher B, B da- 
liin, wof voriier A lag, und X fällt auf Y, d. h. der Verein A, B, C, 
X Ist kongruent dem Vereine B , A , G , Y. Da nun nach der Annahme 

A + B-~C = X 
war, fo muss nach der obigen Bedingung, welcher alle geometiischen 
Verknüpfungen unterliegen , diefe Gleichung auch noch bestehen blei- 
ben, wenn man statt A, B, G, X beziehlich B, A, G, Y fetzt, alfo 

B + A — G = Y/ 
Alfo hat man 

Y = B + A — G = A-f B-G (nach Grundformel 1) 

=rX (nach Annahme), 

alfo Y = X. Es entstand aber Y aus X dadurch , dass man XG um 

fleh felbst verlängerte bis Y*, foU alfo Y mit X zufammen faUen, fo 

muss X in G fallen, d. h. es ist X = G, alfo A + B — Gs=G. 

Bringt man in dicl<sr Gleichung G auf die rechte Seite, fo erhält 

TOAfk 

A+B = 3C, 

d. h. „die Summe zweier Punkte ist das Doppelte des in der Mitte 
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zwischen beiden liegenden Punktes.^ Es feien nun AB und CD zwei 
beliebige gerade Linien von gleicher Länge und Richtang, fo ist das 
Viereck ABDC ein Parallelogramm. Die Diagonalen mögen (ich in E 
schneiden. Da nun die Diagonalen eines Parallelegramms fich hal- 
biren, fo ist E fowohl die Mitte zwischen A und D, als auch zwischen 
B und G, d. h. es ist 

A + D = 2E = B + C, alfo A + D=^B + C. 
Bringt man in diefer letzten Gleichung D und B auf die andere Seite, 
fo erhält man 

A — B = C — D. 
Umgekehrt, wenn diefc letzte Gleichung gilt, fo gilt auch die vorher- 
gehende A -f* D = B -|- C , d. h. die Mitte zwischen A und D muss zu- 
gleich Mitte zwischen B und C fein, d. h. das Viereck ABDC mnss 
ein Parallelogramm, alfo AB mit CD gleich lang und gleichgerichtet 
fein. Daraus folgt der Satz: „Eine Differenz A — B zweier Punkte 
ist einer Differenz C — D zweier anderer Punkte dann und nur dann 
gleich , wenn AB und CD gleich lange und gleichgerichtete Linien Hnd." 
Nennt man der Kürze wegen die Differenz A — B oder — B 4* A eine 
Strecke, B ihren -Anfangspunkt, A ihren Endpunkt, fo folgt fogleich 
der Satz : „Strecken (von gegebener Richtung und Länge) addirt man 
indem man ße (ohne ihre Richtung und Länge zu verändern) stetig, 
d. h. fo aneinander legt, dass der Endpunkt einer jeden mit dem An- 
fangspunkte der nächstfolgenden zufammen fällt, dann ist die Strecke, 
welche den Anfangspunkt der ersten Strecke zu ilirem Anfangspunkt 
und den Endpunkt der letzten zu ihrem Endpunkte hat, die Summe, 
jener Strecken." Denn in der That, es fei z. B. die erste Strecke gleich 
— A 4- Bo ^i® zweite gleich — B -}- C, die dritte gleich — C -f" D , fo 
ist die Summe = — A-{-B — B-f C- C + D = — A + D, was zu be- 
weifen war. 

Für die Divifion einer Strecke dnrch eine ganze poütive Zahl ist 
noch die Bestimmung zu machen , dass der Quotient wieder eine Strecke 
fei (wobei unter Strecke hier immer die Differenz zweier Punkte , alfo 
eine Strecke von gegebener Länge und Richtung verstanden ist). Dann 
folgt nach der bekannten Schiassweife , dass das Produkt einer i^recke 
in eine beliebige ganze oder gebrochene rationale oder irrationale Zahl 
B wieder eine Strecke ist, welche der gegebenen gleichgerichtet oder 
entgegengefetzt gerichtet ist, je nachdem a poütiv oder negativ ist 
und deren Länge fich zu der Länge der gegebenen Linie wie a zu 1 
verhält. Hierdurch löst fich dann die allgemeine Aufgabe , die Summe 
ftA-{-bB4-*** zu fmden, wo a, b,*-* ZahlgrOssen, A, B,*** Punkte 
fmd. Nämlich für jeden beliebigen Punkt R ist 

aA -|- bB -}-•.. 

= (a-fb+...)R + a(A — R)+b(B — R)+.... 
Wir unterscheiden zwei Fälle, je nachdem a4-b4-*" ^^^^ i»*? oder 
nicht. Im erstcren Falle wird 
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ftA + bB+..-«a(A— K)+b(B-.R) + ..., 
alfo gleich einer Strecke , welche nach dem Obigen konstrnirbar ist. 
ZwdtenB wenn a + b + • • • = s ^ ist, fo wird 

aA +. b B + . . • = sR + a(A - R) + b(B - R) + . . . . 
Hier ist a(A — R) + b(B R) + . . • eine Strecke \ der s-te Theil diefer 
Strecke fei fo gelegt, dass R fein Anfangspunkt ist*, dann fei fein End- 
punkt mit S bezeichnet, fo ist 

a(A — R) + b(B — R) +...== b(S - R). 
Diefer Werth in die obige Gleichung eingefetzt, giebt 

aA + bBH ==sR + 8(S — R) 

= s(R + S-R) 
= sS, 
wodurch die Aufgabe vollständig^ gelöst, und der Begriff der Addition 
einfacher und vielfacher Punkte und Strecken vollkommen bestimmt 
ist, und zwar in Harmonie mit den im Haupttexte gegebenen Be- 
stimmungen. 

§. 2, Bäiunliche Oebiete. 

228. Erklfirung. Unter einem unendlich entfernten 
Funkte feien die Richtungen einer geraden Linie , unter einer 
imendlich entfernten geraden Linie die fämmtiichen Richtungen 
einer Ebene, unter einer unendlich entfernten Ebene die l^mmt- 
liehen Richtungen des Raumes verstanden, d. h. es fei von 
zwei parallelen geraden Linien gefagt, dass fie einen unend- 
lich entfernten Funkt gemein haben, von zwei parallelen Ebe- 
nen, dass lie eine unendlich entfernte gerade Linie gemein 
haben, und von allen unendlich entfernten Punkten und ge- 
raden Linien, dass fie in einer unendlich entfernten Ebene 
liegen. 

Um die räumlichen Grössen erster Stufe, d. h. die ein- 
fachen oder vielfachen Punkte und die Strecken (von gege- 
bener Lfinge und Richtung) auf gleiche Weife behandeln. zu 
können, will ich fagen, der Ort einer Strecke fei der unend- 
lich entfernte Punkt, welchen die diefer Strecke parallelen 
Linien gemein haben, oder auch, es fei jene Strecke eine 
Grösse erster Stufe, welche in diefen Linien in unendlicher 
Entfernung liege. Auch will ich der Einfachheit wegen, um 
den Ausdruck räumliche Grössen erster Stufe durch einen ein- 
facheren zu erfetzen, fowohl die einfachen und vielfachen 
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Punkte als auch die Strecken kurzweg Punkte nennen , und 
zwar die letzteren unendlich entfernte. 

A n m. Zum Wefen der räamlichen Grössen , wie der Grössen über- 
haupt, gehört ein bestimmter metrischer Werth, vermöge dessen £ie 
(in bestimmten Verhältnissen) vermehrt oder vermindert werden können. 
Diefer wird bei den einfachen und vielfachen Punkten durch den Zahl- 
koefficienten dargestellt , bei den Strecken durch ihre Länge. Es würde 
an fich noch möglich fein, unendlich entfernte Punkte anzunehmeui 
deren metrischer Werth nicht durch die Länge einer Strecke , fondem 
durch einen Zahlkoefficienten dargestellt wäre, d. h. welche aus dem 
vielfachen Punkte aA dadurch hervorginge, dass man, ohne a zu ändern, 
den Punkt A ins Unendliche verlegte. Allein waa^dadurch hervorginge, 
würde , wie man leicht fleht , ganz den Charakter des Unendlichen an 
fich tragen, infofern es durch Hinzufügung einer endlichen. Grösse 
(eines endlich entfernten Punktes, oder auch einer Strecke) gar nicht 
verändert würde. Mit folchem Unendlichen darf aber überhaupt gar 
nicht gerechnet werden , weil kein algebraisches Gefetz für das Unend- 
liche gilt, und die Analylis des Unendlichen überhaupt nur dann zu 
richtigen Refultaten führen kann, wenn man das Falsche, was man 
durch Annahme des Unendlichen hineingebracht hat, noch vor der 
Ableitung irgend eines Refultates wieder herausschafft. Die Strecke 
dagegen, obgleich man fich der Bequemlichkeit wegen den Ausdruck 
gestatten darf, dass ihr Ort unendlich entfernt fei, ist doch eine end* 
liehe Grösse , indem fic durch Hinzufügung jeder von Niül verschiede- 
nen Grösse fich ändert. 

229. Alle Strecken des Raumes lassen fich aus belie- 
bigen 3 Strecken, welche nicht Einer Ebene parallel flnd, nu- 
merisch ableiten» 

Beweis. Es feien a, b, c dr Strecken, welche niqht 
einer Ebene parallel find, und e eine beliebige Strecke, vob 
der gezeigt werden foU, dass fle aus a, b, c numerisch ableit- 
bar ist. Man ziehe von einem beliebigen Punkte D die mit a, 
b, c, e, gleich langen und gleichgerichteten Linien DA, DB, 
DC, DE, fo ist (nach 222 Zuf.) A-D = a, B — D = b, 
C — D = c, E — D = e. Ferner, ziehe man durch E die 
Parallele mit DC, welche die Ebene ABD in F treffe, durch 
F die Parallele mit DB, welche DA in G treffe, fo ist DG||DA, 
GF||DB, FEI|DC. Es möge fich DG:DA = a:l, GF;DB 
= /9 ; 1 , FE : DC = y : 1 algebraisch (d. h. auch dem Vorzei- 
chen nach) verhalten, fo ist (nach 221) 

10* 
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G _ D = a(A — D) = aa, 

F — G = i9(B — D) = /9b, 
E — F = y(C — D) = yc. 
Airo addirt 

E — D = aa + jSb -f yc, d. h. e = aa + ^b -{- yc, 

230. Alle Strecken einer Ebene lassen Tich aus belie- 
bigen 2 einander nicht parallelen Strecken der Ebene nume- 
risch ableiten. 

Beweis. Es feien a, b twei nicht parallele Strecken 
einer Eböne und xl eine beliebige Strecke der Ebene, von 
der gezeigt werden foll, dass fie aus a und b numerisch ab- 
leitbar ist. Man ziehe von einem beliebigen Punkte G der 
Ebene die mit a, b, d gleich langen und gleichgerichteten 
Linien CA, OB, CD, ziehe durch D eine Parallele mit CB, 
welche CA in £ treffen, fo ist C£||CA, ED|,CB Es verhalte 
fich algebraisch CE : CA = a : 1 , ED ; CB = /9 : 1 , fo ist nach 

E~ C = a(A — C) = aa, 

D — E=iS(B — C) = /5b, 
alfo 

D — C = aa + jSb, d. h. d = aa -f jJb. 

231. Wenn zwischen 3 Strecken eine Zahlbeziehunor 
herrscht, fo find fie Einer Ebene parallel. 

Beweis. Es feien a, b, c die 3 Strecken und 

c = aa -f i^b 
ihre Zahlbeziehung. Sollten a und b parallel fein, fo würde 

auch c ihnen parallel fein, und es alfo unendlich viele Ebenen 
geben, mit welchen a, b, c zugleich parallel find. Ist a 
nicht parallel b, fo ziehe man von einem beliebigen Punkte 
D eine Linie DA, welche mit a parallel ist und fich zu a ver- 
hält wie a : 1 , und von A eine Linie AB , welche mit b pa- 
rallel ist und fich zu b verhält wie ß : i^ fo ist 

A — D = aa, 

B-A = /9b. 
Alfo addirt 

B — D = aa + /*b = c. 
Folglich ist c eben fo wie a und b der Ebene ABD parallel. 



232. Alle Punkte des Raumes lassen Tich numerisch ab- 
leiten aus beliebigen 4 Punkten, welche nicht in Einer Ebene 
liegen; ins Befondere 

a) aus einem endlich entfernten Punkte und drei nicht 
Einer Ebene parallelen Strecken, 

b) aus 2 endlich entrernten, nicht zurammenfallenden 
Punkten und 2 Strecken, welche nicht einer durch jene 2 
Paukte gelegten Ebene parallel find, 

c) aus 3 endlich entfernten Punkten, die nicht in Einer 
geraden Linie liegen und aus einer Strecke, die der durch 
die 3 Punkte gelegten Ebene nicht parallel ist, i 

d) aus 4 endlich entfernten Punkten, die nicht in Einer 
Ebene liegen. 

Beweis a. Es feien a, b, c drei nicht Einer Ebene 
parallele Strecken und d! = dD ein endlich entfernter Punkt, 
D fein Ort und e' = £E ein beliebiger endlich entfernter 
Punkt und E fein Ort; und fei zu zeigen, dass e' aus a, b, 

c , d' numerisch ableitbar fei. Nach 229 ist die Strecke E — D 
aus a, b, c numerisch ableitbar; es fei 

E — D = aa + ßb + yc, 
To ist 

E=D + aa+^b + yc, d. L — =-^+aa + Äb + yc, 

s o 

airo 

e' = -j-d' + faa + eßb -f tyc, 

d, h. e' aus a, b, c, d' numerisch ableitbar. Ist der abzulei- 
tende Punkt ein unendlich entfernter, d. h. eine Strecke, fo 
ist diefe (nach 229) schon aus a, b, c, alfo auch aus a, b, c, 
d' numerisch ableitbar (= aa + jJb -f yc -f Od). 

b. Es feien a, b zwei Strecken, c' = yC, d' = dD zwei 
endlich entfernte Punkte, C und D ihre Orte, und fei voraus- 
gefetzt, dass fich durch C und D keine mit a und b parallele 
Ebene legen lasse. Man fetze C — D=^c, fo find a, b, c 3 
nicht Einer Ebene parallele Strecken, folglich jeder Punkt e' 
(nach Beweis a) aus a, b, c, d' numerisch ableitbar. Setzt 
man in den Ausdruck diefer Ableitung statt c feinen Werth 
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C — D, d. h. 3-, fo erhfllt man einen Ausdruck, durch 

y o 

welchen e' aus a, b, c% d' numerisch abgeleitet ist. 

c) Es fei a eine Strecke, b' = /9B, c' = yC, d' = *D 3 

endlich entfernte Punkte, 8,0,0 ihre Orte, und fei voraus- 

gefetzt, dass a nicht mit der Ebene BCD parallel fei. Man 

fetze B — D = b, fo ist (nach Beweis b) jeder Punkt & aus 

a, b, c% d' numerisch ableitber. Setzt man in dem Ausdrucke 

b' d' 
diefer Ableitung statt b feinen Werth B — D, d. h. -3 y> 

fo erhält man einen Ausdruck, durch welchen e' aus a, b', 
c% d^ numerisch abgeleitet ist. 

d) Es feien a' = aA, b' = /9B, c' = yC, d' = JD vier 

endlich entfernte Punkte, A, B, C, D ihre Orte, und fei vor- 

attsgefetzt, dass diefe Punkte nicht in einer Ebene liegen. 

Man fetzte A — D = a, fo ist (nach Beweis c) jeder Punkt 

e' aus a, b^, c% d* numerisch ableitbar. Setzt man in dem 

a' d' 
Ausdrucke diefer Ableitung statt a feinen Werth 5-, 

(X 

fo erhält man einen Ausdruck, durch welchen e' aus a', b', 

c% d' numerisch abgeleitet ist. 

Anm. Das erste der 4 im Satze bezeichneten Ableitungasysteme 
ist, wenn die 3 Strecken gleich lang find, das gewöhnliche Parallel- 
koordinatensystem , das letzte ist, wenn die Punkte einfach lind, das 
barycentrische von Möbias, wenn Tic beliebig find, das allgemeinste 
lineale Koordinatensystem, wie es Yon Flacker und anderen behan- 
delt ist. 

233. Alle Punkte der Ebene lassen fich aus beliebigen 
3 nicht in gerader Linie liegenden Punkten derfelben nume- 
riiSch ableiten. 

Beweis wie in 232. 

234. Alle Punkte der geraden Linie lassen fich aus 
beliebigen zwei räumlich verschiedenen Punkten derfelben nu- 
merisch ableiten. 

Beweis wie in 232. 

239. Wenn 3 Punkte in einer Zahlbeziehung zu ein- 
ander stehen, fo liegen fie in ein^r geraden Linie, 
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Beweis. Es Teien a, b^ c die 3 Punkte, und 
a = /?b + yc 
ihre Zahlbeziebung. Sind b und c unendlich entfernt, To ist 
(in 231) gezeigt, dass dann a, b, c drei Einer Ebene paral- 
lele Strecken find, d. h. (nach 228) dass a, b, c unendlich 
entfernte Punkte find, die in Einer unendlich entfernten Ebene 
liegen. Sind hingegen b und c nicht beide zugleich unendlich 
entfernt, fo verbinde man fie durch die gerade Linie DE, 
und nehme D und £ als zwei einfache, endlich entfernte 
Punkte diefer geraden Linie an. Dann find (nach 234) b und 

c, da fie in der durch D und £ gelegten geraden Linie liegen» 
aus D und E numerisch ableitbar, alfo auch a = j9b -{- /c. Es 
fei a = JD-f 6E. Ist nun d + € — 0, alfo £ = — *, fo ist 
a = *(D — E). Aber d(D — E) ist eine mit DE parallele 
Strecke, d. h. ein unendlich entfernter Punkt der Linie DE, 
alfo liegen dann a, b, c in DE. Ist aber d-f^^cr, von 
Null verschieden, fo ist 

a = dD -I- «E = crD + <E -- D), 

d. h. a = o'A, wo A = D + -^(E — D) ist, d. h. D - A = 

ü 

-^E — D). Alfo ist D — A mit E - D parallel, d. h. A ein 
<f 

Punkt der Linie DE, alfo auch in diefem Falle b, c, d in einer 

geraden Linie. 

Anm. Der letzte Theil des Beweifcs that nur dar, dass der 
Schwerpunkt zweier Punkte mit beliebigen Gewichten in der diefe 
Funkte verbindenden geraden Linio liegt. 

236. Wenn 4 Punkte in einer Zahlbeziehung zu eln^ 
ander stehen, fo liegen fie in Einer Ebene. 

Beweis. Es feien a, b, c, d 4 Punkte und 
a = /9b + yc -f dd 
die Zahlbeziehung. Sind zuerst b, c, d alle drei zugleich un- 
endlich entfernt, fo ist zu zeigen, dass a in der unendlich 
entfernten Ebene liegt, d. h. auch unendlich entfernt, d. h. 
eine Strecke fei. ,Dies folgt aus 228, da dann b, c, d alfo 
auch ihre Vielfachen Strecken find , und fomit auch (nach 2^) 
ihre Summe. Sind b, c, d nicht alle drei zugleich unendlich 
entfernt; fo fei D&F die durch fie gelegte Ebene und D, B, , 
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; 

F drei einfache, endlich entfernte Punkte diefer Ebeno. Dann 
lassen fleh (nach 233) b, c, d aus D, E, F numerisch ab- 
leiten, alfo auch ßb + >^c -f dd, d. h. a. Es fei 
a = Ä)4.eE + fF. 
Ist zuerst (J + 6 + f = 0, fo ist 

a=dD+eE+i:F — (<J+€+nD=fi(E -DJ+f(F — D), 
alfo a aus E — D und F — D numerisch ableitbar, d. h. (nach 
231) die Strecken a, D — E und F - D find Einer Ebene 
parallel, folglich ist a der Ebene DEF parallel, d. h. ein un- 
endlich entfernter Punkt diefer Ebene. 

Ist d -|- «.+ f = 0' ungleich null, fo ist 

Ü — 6V -f fE H-fF=crD -f- «(E — D) + i:(F — D) 

== crA, wenn A = D + — (E - D) + -^(F — D) 

if (f 

j£rt, alfo ist D — A (nach 231) mit der Ebene DEF parallel, 

d.h. A ein Punkt der Ebene DEF, alfo auch a ein Punkt 

diefer Ebene. 

237. Das räumliche Gebiet erster Stufe ist ein Punkt 
(als Ort betrachtet) , das zweiter Stufe eine unbegränzte ge- 
rade Linie, das dritter Stufe eine unbegränzte Ebene, das 
vierter Stufe der unbegränzte Raum. 

Beweis. Ein Gebiet n-ter Stufe ist (nach 14) die Ge- 
fammtheit der Grössen, welche aus n Grössen numerisch ab- 
leitbar Und, vorausgefetzt, dass jene Grössen fich nicht fämmt- 
lich aus weniger als n Grössen numerisch ableiten lassen. Nun 
find (nach 232) alle Punkte des Raumes aus vier Grössen 
erster Stufe numerisch ableitbar; nach 236 bilden die aus drei 
folcher Grössen ableitbaren Punkte eine Ebene, folglich lassen 
fleh die Punkte des Raumes nicht aus weniger als 4 Grössen 
erster Stufe ableiten. Alfo ist der Raum ein Gebiet 4-ter 
Stufe. Ebenfo folgt aus 233 und aus 235, dass das Gebiet 
S^ter Stufe eine Ebene, und aus 234 und daraus, dass aus 
einem Punkt nur örtlich identische Punkte ableitbar find, folgt, 
dass das Gebiet 2-ter Stufe eine gerade Linie, fo wie das Ge- 
lriet erster Stufe ein Punkt fei. 

288. Aufgabe. Die Ableitzahlen (Koordinaten), durch 
welche ein Punkt (p) aus 4 nicht in einer Ebene liegenden 
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Punkten (a, b, c, d) hervorg^eht , auszudrücken durch die Ab- 
leitzahlen , durch welche derrelbe Punkt (p) aus 4 neuen Punk- 
ten a'y b', c', d' ableitbar ist; vorausgefetzt, dass diefe 4 neuen 
Punkte durch die 4 alten ausgedrückt find. 
Auflöfung. Es fei 

1) a' = aa + ^b + yc + dd, 

2) b' = a'a + ß'b + fc + d'd, 

3) c' == a"a +/"b + f'c + d"d, 

4) d' = a"'a + ß'*'b + y'"c + d'"d, 

5) p = x'a + y'b + z'c + u'd, 

6) p = xa' + yb' + zc' + ud'. 

Man fetze in 6) für a', b', c^ d', p die Werthe aur 1) 
bis 5) fo erhalt man, nach a, b, c, d geordnet, 
7) x'a + y'b + z'c + u'd 

=(xa+ya'+za''+ua''Oa+(xi5+yi?'+z/»"+u/3''Ob- • •• 
Da hier a, b, c, d nicht in einer Ebene liegen, fo stehen 
lie (nach 236) in keiner Zahibeziehung zu einander. Folglich 
find (nach 29) in der gefundenen Gleichung die entsprechen- 
den KoefQcienten gleich, alfo 

x' = xa -f- ya' + za" + ua"' 
y' = x^ + y/9' + xß" + uß'" 
z' = xi + yy' + zy" + uy"' 
u' = xd + yd' + zS" + ud"'. 
Anm. Dies ist die Auflöfang des allgemeinsten Problems der 
KoordinatenTerwandlung. 

§. 3. Kombinatorische Multiplikation der Punkte. 

239. Erklärung. Das Parallelogramm, in welchem 
AB und BC zwei Seiten find, werde ich der Kürze wegen 
das Parallelogramm ABC nennen, und zwar werde ich, wenn 
es auf diefe Weife benannt ist, AB feine erste Seite, BC feine 
zweite Seite nennen. Ferner alle Parallelogramme, deren 
erste Seite der Strecke a und deren zweite Seite der Strecke 
b gleich lang und gleichgerichtet find, werde ich die Paral- 
lelogramme ab nennen. Zwei Parallelogramme ABC und DEF, 
welche in parallelen Ebenen liegen, werde ich dann und nur 
dann als gleichbezeichnet betrachten, wenn man de durch 
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parallele Fortbewegung ihrer Ebenen und durch Bewegung 
der Parallelogramme innerhalb ihrer Ebenen in eine folche 
Lage bringen kann, dass, während AB und DE in derrelben 
geraden Linie nach derrelben Richtung hin liegen, C und F 
auf ein und derrelben Seite diefer geraden^Linie Hch befinden. 

240. Erklärung. Den Spat (das Parallelepipedum), 
in welchem AB, BC, CD drei nicht in einer Ebene liegende 
Kanten flnd, werde ich der Kürze wegen den Spat (das Pa- 
rallelepipedum) ABCD nennen, AB feine erste, BC feine zweite, 
CD feine dritte Kante. Und alle Spate (Parallelepipcda), deren 
erste Kante der Strecke a, deren zweite der Strecke b, und 
deren dritte Kante der Strecke .c gleich lang und gleichge- 
richtet flnd, werde ich die Spate (Parallelepipeda) abc nennen. 
Zwei Spate ABCD und EFGH werde ich dann und nur dann 
als gleichbezeichnet betrachten, wenn man fie in eine folche 
Lage bringen kann, dass, während ABC und EF6 gleichbe- 
zeichnete Parallelogramm derfelben Ebene werden, D und H 
auf ein und derfelben Seite diefer Ebene liegen. 

Zufatz. Die Spate (Parallelepipeda) abc, bca, cab flnd 
einander gleich (auch dem Zeichen nach). 

241. Lehrfatz. Zwei Parallelogramme, deren erste 
und deren zweite Seiten gleich lang und gleichgerichtet flnd, 
flnd einander gleich (auch dem Zeichen nach), und liegen in 
parallelen^) Ebenen. Zwei Spate (Parallelepipeda), deren ent- 
sprechende (erste, zweite, dritte) Kanten gleich lang und 
gleichgerichtet flnd, flnd einander gleich (auch dem Zeic'hen 
nach); d. h. alle durch dasfelbe Symbol ab bezeichneten Pa- 
rallelogramme und ebenfo alle durch dasfelbe Symbol abc be- 
zeichneten Spate flnd einander gleich (auch dem Zeichen nach). 

242. Erklärung. Von zwei Parallelogrammen, die 
in parallelen Ebenen liegen und ebenfo von zwei beliebigen 
Spaten (Parallelepipeda) fage ich, dass fle fleh wie 2 Zahlen 
a und ß verhalten, wenn fle einander gleich- oder entgegen- 
gefetzt bezeichnet flnd, je nachdem a und ß es flnd, und fle 
fleh, abgefehen vom Zeichen, wie azu ß verhalten (vgl. 221). 



*) Zu den Parallelen ist tiberall das Identische mit hinzugerechnet. 
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343. Lehnfats. Zwei PwaUetogramrae ABC und ABP 
(von dorfelben Grundfeite AB) find dann und nur dann gleich 
(auch dem Zeichen nach), wenn CD mit AB parallel ist 

244. Lehnfatz. Zwei Spate (Parallelepipeda) ABCD 
und ABCE (von derfelben Grnndfi&ehe ABC) find dann und 
nur dann gleich (auch dem Zeichen nach), wenn DB mit der 
Ebene ABC parallel ist. 

Anm. Nach diefen vorbereitenden Sätzen^ welche ans der Geo- 
metrie entlehnt rind^ können wir nun den Begriff des kombinatorischen 
Produktes von Punkten aus dorn allgemeinen Begriffie des kombina- 
torischen Produktes direkt ableiten. 

245. Das kombinatorische Produkt zweier Punkte ist 
dann und nur dann null, wenn die beiden Punkte zufammen- 
fallen, das kombinatorische Produkt dreier Punkte, wenn fie 
in gerader Linie liegen , das kombinatorische Produkt von vier 
Punkten y wenn fie in einer "Ebene liegen, das kombinatorische 
Produkt von fünf Punkten ist immer null. 

Beweis. Nach 61 und 66 ist das kombinatorische Pro- 
dukt zweier oder mehrerer Grössen dann und nur dann null, 
wenn fie in einer Zahlbeziehung zu einander stehen; nach 
221 stehen zwei Punkte dann und nur dann in einer Zahlbc- 
Ziehung, wenn fie zufammenfallen, drei Punkte (nach 234 und 
235), wenn fie in einer geraden Linie liegen, vier Punkte 
(nach 233, 236), wenn fie in einer Ebene liegen, und nach 
232 stehen fünf Punkte stets in einer Zahlbeziehung. Alfo 
bewiefen. 

246. Wenn A ein endlich entfernter Punkt, b, c, d un- 
endlich entfernte Punkte, d. h. Strecken find, fo folgt 

aus [Ab] = Oy die Gleichung b=:0, 

aus [Abc] = 0, die Gleichung [bc]=0, 

aus [Abcd] = 0, die Gleichung [bcd]=0. 

Beweis. Es fei [Abcd]=0. Angenemmen nun, £bcd] 

fei ungleich null, fo können (nach 61) b, c, d in keiner Zahl- 

be^ißhung zu einander stehen. Da aber [Abcdl = ist^ fo 

muss zwischen A, b, c, d eine Zahlbeziehung herrschen, und 

da b, c, d in keiner Zahlbeziehung zu einander stehen, fo 

miisste (nach 2) A aus b, c, d numerisch ableitbar fein* 

11 
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Aber aus den unendlich entfernten Punkten oder Strecken b, 

c, d g^ehen durch numerische Ableitung^ (nach 220) nur Strecken, 

d. h. Punkte der unendlich entfernten Ebene hervor, alfo nicht 
der endlich eptfernte Punkt A. Somit ist die Annalune, dass 
[bcd] von null verschieden fei, mit der Yorausfetzung iro Wider- 
spruch , d« h. [bcd] muss null fein. Ganas ebenfo ergeben (Ich 
die übrigen Theile des Satzes. 

247. Ein kombinatorisches Produkt [AB] zweier ein- 
fachen Punkte A und B ist einem kombinatorischen Produkte 
[CD] zweier einfachen Punkte G und D dann und nur dann 
gleich, wenn die unendlichen geraden Linien AB und CD zu- 
fammenfallen, und AB mit CD gleich lang und gleichgerich- 
tet ist. 

Beweis 1. Es feien die unendlichen geraden Linien AB 
und CD zufammenfallend, und AB mit CD gleich lang und 
gleichgerichtet, fo ist zu bewcifen, dass [AB] = [CD] Tei. Da 
AB und CD gleich lang und gleichgerichtet find, fo ist (nach 
222 Zuf.) 

♦ B — A = D — C. 
Ferner, da A, B, C in einer geraden Linie liegen (Hy- 
polheHs), fo find B — A und C — - A Strecken einer und der- 
felben geraden Linie, stehen alfo (nach 221) in einer Zafal- 
beziehung zu einander. Es fei 
♦♦ C — A = a(B — A). 
Nun ist 

[CD] = [C(D - C)] [67] 

= [C(B - A)] [*] 

= [(A + C-AXB-A)] 

= [(A + a(B - A))(B - A)] [**] 

= [A(B - A)] [67] 

= [AB] [67]. 

2. Es fei vorausgefetzt 

[AB] = [CD], 

fo ist zu beweifen, dass A, B, C, D in einer geraden Linie 

liegen und AB und CD gleich lang upd gleichgerichtet find. 

Wenn [AB] = [CD] ist, fo müssen (nach 76) C und D aus 

A und B durch lineale Umwandlung ableitbar fein. Die ein- 



fache lineale Umwandlung zweier Grössen beatehl (nach 71) 
darin, dass zu einer derfeiben ein Yielfachea der andern addirt 
wird, airo z. B. A und B fich verwandeln in A und B + a\. 
Die fo hervorgehende neue Grösse ist, alto aus dm beiden 
ursprünglichen Grössen numerisch abgeleitet, liegt alfo (nach 
235) in der jene Grössen verbindenden geraden Linie, Tomit 
werden aus A und B durch fortgefetzte lineale Umwandlung 
nur Punkte der geraden Linie AB hervorgehen; fomit liegen 
C und D in der geraden Linie AB. Nun fei E ein Punkt def 
geraden Linie AB von der Art, dass CE mit AB gleich lang 
und gleichgerichtet fei, fo ist (nach Bew.^ 1) 

[CE] = [AB], 
und nach der Vorausfetzung 

[AB] = [CDJ , 
alfo auch 

[CE] = [CD]; folglich 

= [CD] - [CE] = [C(D — E)]. . 
Somit (nach 246) 

D^E = 0, d.h. D=E. 
Da nun nach der Annahme CE mit AB gleich lang und 
gleichgerichtet ist, fo ist auch das mit CE identische CD mit 
AB gleich lang und gleichgerichtet. 

248. Zufatz. Wenn A, B, C und D einfache Puqkte 
flnd, fo folgt aus der Gleichung 

[AB]=[CD], 
die Gleichung 

A — B = C — D, 
aber nicht umgekehrt, aus diefer jene. 

249. Erklärung. Wir nennen das Produkt [AB] einen 
Linieotheil, und fagen, derrdbe fei ein Theil der uhbegrfinzten 
geraden Linie AB, und er fei mit der begranzten geraden 
Linie AB gleich lang und gleichgerichtet. ^ 

250. Zufatz. Zwei Linientheile werden alfo dann 
und nur dann gleichgefetzt, wenn fie gleich lang, gleichge- 
richtet und Theile derfeiben unbegrftnzten geraden Linie find« 

251. Das kombinatorische Produkt eines einfachen Punk« 
ie$ in eine Strecke ist ein Linientheil, welcher in der durch 
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den Punkt parallel der Strecke gezofenen geraden Linie liegl, 
und der Strecke gleich lang und gleicbgerichtet ist. 

Beweis Es Tei A ein einracher Punkt und p eine Strecke. 
Man ziehe dnrch A eine gerade Linie AB, welche mit p 
gleich lang und gleichgerichtet ist, fo ist (nach 222 ZuH) 

p = B-A, alfo [Ap] = [A(B — A)] = [AB] [67] 
und [AB] ist ein Linicntheil, welcher in der geraden Linie 
AB, alfo in der durch A mit p parallel gezogenen geraden 
Linie liegt, und mit AB, alfo auch mit p, gleich lang und 
gleichgerichtet ist. 

252. Das Produkt eines Linientheiles [AB] mit einer 
Zahl a ist ein Linientheil, welcher mit jenem in derfelben un- 
begränzten geraden Linie liegt, und fleh zu ihm algebraisch 
wie a : 1 verhält. 

Beweis. a[AB] = a[A(B — A)], [67] 

= [Aa(B — A)]. [40] 

Das letztere Produkt ist (nach 251) ein Linientheil, welcher 
in der durch A mit a(B — A) parallel gezogenen geraden 
Linie, d. h. in der geraden Linie AB liegt, und welcher mit 
a(B — • A) gleich lang und gleichgerichtet ist, d. h. (nach 221) 
fich zu AB wie a : 1 verhslt. 

253. Wenn A und B einfache Punkte, a und ß Zahlen 
find, fo ist [aA'ßB] ein Linientheil, der in der nnbegrftnzten 
geraden Linie AB Hegt und fich zu der begrftnzten geraden 
Linie AB algebraisch aß zu 1 verhält. 

Beweis, [a A • /?B] = aß[AB] (nach 46) , alfo (nach 252) 
ein Linientheil der unbegranzten geraden Linie AB, welcher 
fich zu der begrftnzten AB algebraisch wie aß : 1 verhfilt. 

254. Zwei von Null verschiedene kombinatorische Pro- 
dukte [ab] und [cd] je zweier Strecken a und b, c und d, 
find dann und nur dann einander gleich, Wenn die Parallelo- 
gramme ab und cd gleich an Inhalt und gleichbezeichnet find 
und in paranelen Ebenen liegen. 

Beweis. In 72 und 76 ist bewiefen, dass zwei kom- 
binatorische Produkte [ab] und [cd] dann und nur dann ein- 
ander gleich find, wenn c und d aus a und b durch lineale 
Acndcrung ableitbar find; und zwar bestand die einfache lineale 
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Aendening zweier Grössen (nach 71) durin, dats z« «ifier 
derfelben ein Vielfaches der andern addirt wurde, wllirend 
diefc andere iinverftndert blieb , d. h. alfo, dass a und b, wenn 
a and ß beliebige Zahlen find, entweder in a und b + aa, 
oder in a + /?b und b übergingen. Nun Tei AB «mit a^ BO 
mit b gleich lang und gleichgerichtet, und ändere fleh b in 
b'r=sb -f aa, ferner fei CD parallel mit AB gezogen und vev*< 
halte fich zu AB algebraisch wie a : 1 , fo ist (nach 222) B — A 
=^a, C — B = b, D — C = aa. Alfo 

D — B = D-C4-C — B = aa + b = b', 
d. h. BD ist mit b' gleich lang und gleichgerichtet. Ferner 
da AB und CD parallel find, fo flnd (nach 243) die Parallelo- 
gramme ABC und ABD einander gleich (auch dem Zeiehen 
nach), und liegen in einer Ebene. Alfo flnd auch die Paral- 
lelogramme ab und ab' gleichbezeichnet und in derfelben Ebene 
liegend. Dasfelbe gilt, wenn fich a und b in a -f /'b und b 
ändern. Alfo ergiebt fich, dass, wenn aus a und b duroh 
einfache lineale Aenderung c und d hervergehen, auch die 
Parallelogramme ab und cd gleich (auch dem Zeichen naobj 
find und in parallelen Ebenen liegen. Dasfelbe gilt alfo auch, 
wenn c und d aus a und b durch mehrmalige Anwendung 
einer einfachen linearen Aenderung, d. h. durch eine beliebige 
lineale Aenderung hervorgehen. Somit ergiebt fich: 

Erstens. Wenn [ab] = [cd] ist, fo müssen c und d aus 
a und b durch lineale Aenderung ableitbar fein (76); und 
wenn c und d aus a und b durch lineale Aenderung ableitbar 
find, fo müssen die Parallelogramme ab und cd gleich (aucl^ 
dem Zeichen nach) fein und in parallelen Ebenen liegen. 

Zweitens. Wenn umgekehrt vorausgefetzt wird, dass^ab 
und cd gleiche (auch gleichbezeichnete) Parallelogramme in 
parallelen Ebenen find, fo müssen, da a, b, c, d dann einer 
und derfelben Ebene parallel find, c und d (nach 230) aus 
a und b numerisch ableitbar fein, folglich stehen (nach 63) 
die kombinatorischen Produkte [ab] und [cd] in einer Zahlbe- 
ziehung zu einander. 

Es fei [cd]=:a[ab] der Ausdruck dieler Zahlbeziehung» 
Setzen wir ab = b', fo wird [cd]:=:[a*ab]==[ab'j. Alfo find 
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gleiehbezoichnet, alfo da auch cd und ab nach der Voraus* 
aeiiung gleiche und gleichbezeichncio Parallelogramme find, 
fo ,flnd auch ab und ab' gleiche und gleichbe^eichnete P«ral- 
lologrammef Nun Tei AB mit a, BC mit b, BD mit b' gleich 
lang und gleichgerichtet, fo ist das Parallelogramm ABC eins der 
mii ab bezeichneten und ABD eins der mit ab' bezeichnetea 
Parallelogramme. Airo ABC mit ABD gleich und gleichbezeich* 
net, folglich da ABC und ABD auch in einer Ebene liegen, 
fo liegen (nach 243) C und D in einer mit AB parallelen Linie* 
Nun find BC und BD beide mit b parallel, alfo auch unter-* 
einander, alfo da fie einen Punkt (B) gemein haben, fo liegen 
fie in einer geraden Linie, fomit fallen C und D, da D auch 
in der durch C mit AB parallel gezogenen geraden Linie liegt, 
zufamuen , alfo ilnd BC und BD identisch , alfo find b und b', 
von denen das erste mit BC, das zweite mit BD gleich lang und 
gleichgerichtet ist, auch unter einander gleich lang und gleich- 
gerichtet; folglich, da auch ab s=b' gefetzt war, foista^=:l. 
Kun war 

[cd] = a[ab] 
gefetzt, alfo, da a = i ist, 

[cd] = [ab]. 

« 

255. Zwei von null verschiedene kombinatorische Pro- 
dukte [ABC] und [DEF] je dreier einfacher Punkte A, B, C 
und D, E, F find dann und nur dann einander gleich, wenn 
dte Parallelogramme ABC und DEF gleich und gleichbezeich- 
net find und in einer und derfelben Ebene liegen. 

Beweis 1. Es feien ABC und DEF gleiche und gleich- 
bezeichnete Parallelogramme einer und derfelben Ebene, fo 
Ist zu beweifen, dass [ABC] = [DEF] fei. ^s feien AB mit 
a, BC mit b, DE mit c, EF mit d gleich lang und gleich- 
gerichtet, d. h. B — A = a, C — B = b, E — D = o, F— E 
= d,* fo ist (nach 244) 
** [ab] = [cd]. 
Da ferner D in der Ebene ABC liegt, und ebenfo B - A = a 
und C — B := b^ Strecken diefer Ebene find, fo muss (nach 
d39) D — A aus a und b numerisch ableitbar fein. Es fei 
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*** D — A = cta + ^b, 
fo ist 

[DEF] = [DE(F — E)] = [D(E - DXF — E)} [67] 
= [Dcd] [*) 

= [D(cd)] [801 

= [D(ab)] [**} 

= [aa +ßb + A)ab] [»*», 80] 

= [Aab] [67] 

= [A(a + AXb + A)] [67] 

= [ABC] [»]. 

2. Es Tei umgekehrt vorausgefelzl, dass 
[ABC] = [DEF] 
isl« Dann müssen (nach 76) D, E, F aus A, B, C durch lineale 
Aenderung, airo auch numerisch ableitbar Tein. Dann aber 
müssen (nach 236) D, E, F in der Ebene ABC liegen. Nun 
fei in der geraden Linie BC ein Punkt 6 von der Art ange- 
nommen, dass ABG und DEF gleiche und gleichbezeichneto 
Parallelogramme find, Tu ist (nach Bew. 1), da ABG und DEF 
in ein und derfelben Ebene (ABC) liegen, 

[ABG] = [DEF]. 
Aber auch nach der Vorausretzung 

[ABC] = [DEF]. 
Alfo [ABG] = [ABC]. Da nun G ein Punkt in BC ist, fo ist 
G — B aus C — B numerisch ableitbar, es fei G — B=a(C — B), 
alfo G=B+a(C-B), fo ist [ABC]=[ABG]=[AB(B+a(C— B))] 
= [ABa(C — B)] = a[ABCl [67, 40]. Alfo a = 1. Somit, da 
G — B=a(C — B) war, G — B = C — B, d. h. G = C;. oder 
die Punkte G und C fallen zufammen; alfo fallen auch die Pa- 
rallelogramme ABG und ABC zufammen. Folglich, da ABG 
und DEF gleiche und gleichbezeichnete Parallelogramme der- 
felben Ebene find, fo gilt dies auch von ABC und DEF. 

«56. Zufatz. Wenn A, B, C, D, E, F einfache Pankte 
find, fo folgt aus der Gleichung 

[ABC] = [DEF] 
aueh die Gleichung 

[(B ~ A)(C - B)] = [(E - D)(F - E )] ; 
hingegen umgekehrt^ aus letzterer dia erstere nur dann^ weitt 
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noch die Bedingung hinzutritt, dass die Ebenen ABC und DEF 
nicht bloss parallel, fondern auch identisch find. 

257. Erklärung. Wir nennen das Produkt [ABC] 
einen Flächentheil und den Flächeninhalt des Parallelogramms 
ABC feinen Inhalt, und Tagen, der Flächentheil ABC liege in 
der Ebene ABC. 

Anm. Die genauere Benennung fär das Produkt [ABC] wärdc 
Ebenentheil statt Flächentheil fein. Allein der erstere Ausdruck ist 
wegen des Gleichklangs feines Plurals „die Ebene ntheile** mit dem 
Ausdrucke „die ebenen Theile^ zu verwerfen. 

258. Zufatz. Zwei Flächentheile find dann und nur 
dann einander gleich, wenn Tie in derTelben Ebene liegen, 
und ihre Inhalte gleich und gleichbezcicknet Find. 

Anm. tfan hätte als Inhalt des Flächentheiles [ABC] auch den 
Fiächcnlahoit des Dreiecks ABC fetzen können« Aber es wird floh in 
der Folge zeigen, dass dann der Inhalt des inneren Quadrates einer 
Strecke nur die Hälfte von dem Inhalte des Quadrates diefer Strecke 
fein würde, während beides bei unferer Benennung in Üebcreinstim- 
mung ist. 

299. Das kombinatorische Produkt zweier einfacher 
Funkte A, B und einer Strecke c ist ein Flächentheil, wel- 
cher in der durch AB mit c parallel gelegten Ebene Hegt, 
und dessen Inhalt gleich dem eines Parallelogrammes ABC 
ist, in welchem BC mit c gleich lang und gleichgerichtet ist, 
d. h. [ABc] = [ABC], wenn c := C — B. 

Beweis. [ABc] = [AB(C — B)] = [ABC] [67]. 

260. Das kombinatorische Produkt eines einfachen Punk- 
tes A mit 2 Strecken b und c ist ein Flächentheil, welcher 
in der durch A mit b und c parallel gelegten Ebene liegt, 
lind zum Inhalt den FIftcheninhalt eines Parallelogrammes (ABC) 
hat, dessen erste Seite (AB) mit b, und dessen zweite Seite 
(BC) mit c gleich lang und gleichgerichtet ist, d. h. 

[Abc] = [ABC] , wenn b = B-^A, c = C — B ist. 

Beweis. ♦ 

[Abc] = [A(B - A)(C — B)] = [AB(C — B)] [67] 
= [ABC] [67]. 

261 a. Das Produkt a[ABC] eines Flächentheils [ABC] 
mit einer Zahl a ist ein Flichentheil derfelben Ebene, dessen 
hMüi 0oh zu dem von ABC wie a: 1 verhält. 



Beweig* «[ABC] ==«= «[AB(C — B)] [67] 

= [AB.«(C-B)] [46] 

=[AB(D-B)1, 
wenn BD mitBC parallel ist, und fich zu ihm, wie a:i ver- 
hält« Dies ist wieder (nach 67) 

= [ABD], 
d. h. gleich einem FIftchentheil derfelben Ebene (ABC), dessen 
Inhalt dein Flächeninhalte des Parallelogramms ABD gleich ist. 
Da aber BD und BC parallel und und (Ich algebraisch wie 
a : 1 verhalten , to verhalten fich auch die Parallelogramme 
ABD und ABC wie a : 1 , d. h. die Inhalte von a[ABC] und 
[ABC] wie a:l. 

261b. Wenn A, B^ C cinrache Punkte, und a, ß, y 
Zahlen lind, fo ist [aA-i?B*/C] ein Flächentheil der Ebene 
ABC, dessen Inhalt zu dem des Parallelogramms ABC fleh 
algebraisch wie aßy : 1 verhält. 

Beweis. [öA-/JB-yC] = a/5y[ABC] (No. 46), alfo nach 
261 bewiefen. 

262. Zwei von null verschiedene kombinatorische Pro«- 
dukte [abe] und [def] je dreier Strecken a, b, c und d, e, 
r Find dann und nur dann einander gleich, wenn die Spate 
(Parallelepipeda) abc und def gleich und gleichbczeichnet find. 

Beweis 1. Es fei voransgeretzt, dass 
[abc] = [def] 
fei, fe ist zu zeigen, dass die Spate abc und def gleich und 
gleichbezeichnet und. Da [abc] = [def] ist, fo müssen (nacb 
76) d, e, f aus a, b, c durch lineale Aenderung hervorgehen« 
Nqh können wir zeigen, dass durch einfache liaeale Aende- 
runf der 3 Seiten a, b, c eines Spates abc stets ein gleicher 
ond gleichbezeichneter Spat hervorgehe. Die einfache lineale 
Aenderung der 3 Grössen a, b, c besteht (nach 71) darin, 
dass XU einer derfelben ein Vielfaches von einer der beiden 
andern hinzuaddirt wird, während diele beiden andern unge- 
ändert bleiben. Es möge zuerst zu der dritten c ein Viel- 
faches von irgend einer der beiden andern, z. B. von a hin- 
zutreten, alfo a, by c lieh tadern in a, b, c', wo c' = c + <xa 
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ist. Dann feien AB, B€, CD, DE beziehlich gleiob lang und 
gleichgerichtet mit a, b, c^ ea, d, h. 

B — A = a, C — B==b,D — C = c,E — D = aa, 
To ist 

E — C = E — D + D — C = aa + c = c', 

alfo CE mit c' gleich lang und gleichgerichtet. Ferner da DE 
mit a, alfo auch mit AB parallel, und folglich auch mit der 
Ebene ABC ist, fo find (nach 244) die Spate ABCD und 
ABCE gleich und gleichbezeichnet, d. h. die Spate abc und 
abc', d. h. der Spat abc bleibt gleich und gleichbezeichnet, 
wenn zu der dritten Seite ein Vielfaches von einer der beiden 
andern hinzuaddirt wird. Nun ist ferner (nach 240 Zuf.) abc 
= bca = cab, und ebenfo abc' = bc'a = c'ab. Alfo auch da 
abc = abc' war, bca = bc'a und cab=:c'ab, d. h. ein Spat 
bleibt gleich und gleichbezeichnet, wonn die zweite Kante, 
und ebenfo wenn die erste Kante fich dadurch ändert, dass 
zu ihr ein Vielfaches von einer der beiden andern Kanten 
hinzuaddirt wird. Somit bleibt überhaupt ein Spat bei fortge- 
fetzt wiederholter einfacher linealer Aenderung feiner Kanten, 
d. h. bei beliebiger linealer Aenderung gleiich und . gleichbe- 
zeichnet. Alfo da nach dem Obigi^n d, e^ f aus a, b, c 
durch lineale Aenderung ableitbar find, fo müss nun auch der 
Spat def mit abc gleich und gleichbezeichnet fela. 

Beweis 2. Es fei jetzt umgekehrt vorauagefetzt, dass 
die Spate def und abc gleich und gleicbbezeicbuct feien, fo 
ist zu beweifen, dass [def] = [abc] ist. Da angenommen ist, 
dass die kombinatorischen Produkte von null y^sclueden find, 
£u rind namentlich a, b, c nicht Einer Ebene parallel, alfo (nßch 
229) d, e, (aus ihnen numerisch ableitbar, alfo auch (nach 
63) das Produkt [def] aus [abc] numerisch ableilbar. Es fej 
[def] = a[abc] , alfo wenn ac ==c' gefetzt wirdy [def] «=: [abc'], 
folglich (nach Beweis 1) die Spate def und aW gleich; nmi 
waren die Spate def und abc nach der VorausfeiZiiHigi gleidi« 
Alfo die. Spate abc und abc' gleich. Es feien AB, JBC, CD, 
CD' beziehlich gteich lang und gleichgerichtet mit a, b« c» c'. 
Alfo die Spate / 

ABCD=.abcj ABCD' »abo',. und fomfl 
ABCD = ABCD'. 
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Folglich liegen (nach 244) D und D' in einer mit der Eben^ 
ABC parallelen Ebene, D und D' liegen aber auch in der ge- 
raden Linie CD, da CD init c'^ d. h. mit oc, alfo auch mit c, 
d. h. mit CD parallel ist. Folglich liegen D und D^ in dem 
Durclischnittspankte jener Ebene und diefer Geraden, d. h. 
fallen zufammen. Alfo find CD und CD' identisch, alfo c = c% 
alfo, vermöge der Gleichung c' = €ec, a = l; fomit verwan- 
delt dch die Gleichung [deQ = a[abc] in 
[def] = [abc]. 

263. Zwei von null verschiedene kombinatorische Pro- 
dukte [ABCD] und [EFGH] von je vier einfachen Punkten A, 
B, C, D und E, F, 6, H find dann und nur dann einander 
gleich, wenn die Spate (Parallelepipeda) ABCD und EFGH 
gleich (und gleichbezeichnet) find. 

Beweis 1. Es feien ABCD und EFGH gleiche und 
gleichbezeichnete Spate, und feien AB, BC, CD, EF, F6, GH 
beziehlich mit b, c, d, f, g, h gleichlang und gleichgerichtet, 
d. h. B - A = b u. f. w., fo ist (nach 262) 
* [bcd] = [fgh]. 
Da ferner aus b, c, d (nach 229) alle Strecken des Rau- 
mes numerisch ableitbar find, fo muss auch die Strecke E — A 
es fein; es fei 

E-A=/Jb + yc + (Jd, d. h. E = A +/9b + yc + W. 
Dann erhält man 

[EFGH] = [EFG(H - G)] ~ [EF(G — F)(H - G)] 

= [E(F -- E)(6 -^ F)(H - G)] [67]. 
Alfo, daF — E = f, G — F = g, H— G = hist, fo erhält 
maa den zuletzt gefundenen Ausdruck 

= [Efgh] = [E(fgh)] [79] 

==t[E(bcd)] [*] 

Ferner ist der gefundene Ausdruck 

= [Ebcd] ' [79J 

= [(A+i5b+yc+W)bcd]=:[Abcd] [67] 

= [A(B^A)(C^B)(D-C), 
wenn wir statt b, c, d ihre Werthe fetzen, und hieraus er- 
hält man mit Anwendung von 67 

= [AB(C — B)(D - C)] =! [ABC(D ^ C)] = [ABCD]. 
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Alfo 

[EFGH] = [ABCD]. 
Beweis 2. Es Tei umgekehrt vorausgeretzt, dass 

[ABCD] = [EFGH] 
ist, und Tei in der geraden Linie CD ein Punkt D' angenominen 
von der Art, dass der Spat ABCD' mit EF6H gleich (und 
gleichbezeichnet) fei, To ist (nach Beweis 1) 

[ABCD'] == [EFGH]. 
Alfo auch, da [EFGH] = [ABCD] voraufigefetzt ist, 

[ABCD'] = [ABCD]. 
Da nun D — C und D' — C parallel find, fo ist D' — C 
aus D — C numerisch ableitbar. Es fei 

D' — C=5C(D~C), 
fo ist 

[ABCD] = [ABCD'] = [ABC(D'— C)] = [ABCa(D— C)] 

= [ABCaD] [67] 

= a[ABCD] [40], 

Alfo, da [ABCD] nicht null ist, a=r. 1, alfo geht aus der 
Gleichung (D' — C) = a(D — C) die Gleichung 

D' — C = D-.C 
hervor, alfo D' = D, d. h. D und D^ fallen zufammen, folg- 
lich auch die Spate ABCD und ABCD', und da das Spat ABCD' 
gleich und gleichbezeichnet mit EFGH war, fo find auch die 
Spate ABCD und EFGH gleich und gleichbezeichnet» 

264. Zufatz. Die Gleichungen 

[ABCD] = [EFGH] 
und 

[(B-AXC-BXD -C)] = [(F^EX6-FXH-G)], 
oder auch| 

[(B~AXC-AXD-A)] = [(F--EXG--EXH-E)] 
find einander erfetzend , d. h. aus jeder von ihnen folgen die 
beiden andern. 

Beweis. Die Gleichung 

[ABCD] = [EFGH] 
gilt (nach 263) dann und nur dann, wenn die Spate ABCD 
und EFGH einander gleich und gleichbezeichnet find. Ebenfo 
gilt (nach 262) die Gleichung 
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[(B-A)(C-.BXD~C)] = [(F-EXG-FXH-G)] 
daQn und nur dann, wenn das Spat, dessen drei Kanten mit 
AB, BC, CD gleich lang und gleichgericlitet find, dem Spate, 
dessen Kanten Mit EF, F6, GH gleich lang und gleichgerichtet 
Find, d. h. der Spat ABCD mit EFGH inhaltsgleich und gleich- 
bezeichnet ist. Folglich find beide Gleichungen stets in den- 
Telben Fällen geltend. Endlich, die dritte Gleichung ist nur 
eine Transformation der zweiten, denn 
[(B-AXC-BXD-C)] 

=[(B— AXC-BXD— C4-C-B+B-A) [67] 

=[(B-AXC-BXD- A)]=[(B-AXC-^B +B^ AXD - A)] 

[67] 
=[(B-AXC-AXD-A)], 
und aus gleichem Grunde ist 

[(F— EXG--FXH~G)] = [(F~EX6 - EXH~E)]. 
Alfo flnd die zweite und dritte Gleichung gleichbedeutend. 

265. Erklärung. Wir nennen das Produkt [ABCD] 
von vier einfachen Punkten einen Körpertheil und den Kubik- 
inhalt des Spates ABCD (mit Beobachtung des Vorzeichens (+)) 
feinen Inhalt. 

266. Das kombinatorische Produkt dreier einfacher 
Punkte A, B, C und einer Strecke d ist ein Körpertheil, 
dessen Inhalt gleich dem eines Spates ABCD ist, in welchem 
CD mit d gleich lang und gleichgerichtet ist, d. h. 

[ABCd]=:[ABCD], wenn d = D^6. 
Beweis. [ABCd] = [ABC(D-C)] = [ABCD] [67]. 

267. Das kombinatorische Produkt zweier einfacher 
Punkie A, B und zweier Strecken c und d ist dem Spate (Pa* 
rallelepipedum) ABCD, in welchem BC mit c, CD mit d gleich 
lang und gleichgerichtet find, inhaltsgleich, d. h. 

[ABcd] =» [ABCD], wenn c = C — B, d = D^C. 
Beweis. [ABcd] 

= [AB(C— BXD - C)] = [ABC(D- C)] = [ABCD] [67]. 

268. Das kombinatorische Produkt eines einfachen Punk- 
tes A und dreier Strecken b, c, d ist dem Spate bcd inhalts- 
gleich, oder 
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[Abcd]3=[ABCD], 
\rwn b = B — A, c = C — B, d = D — C. 
Beweis. 
[Abcd] = [A(B— A)(C-~B)(D— CB)] =[AB(C~B)(D~ C)] 
= [ABC(D— C)] = [ABCD] [67]. 

269. Das Produkt a[ABCD] eines Körpertheils [ABCD] 
und einer Zahl ist ein Körpertbeil , dessen Inhalt lieh zu d<^ni 
von [ABCD] wie a : i verhält. 

Beweis. a[ABCD] = a[ABC(D — C)] [67] 

= [ABC.aCD — C)] [40] 

= [ABC(E~C)], 
wenn CE mit CD parallel ist und fich zu ihm wie a : 1 ver- 
hält. Dies ist wieder (nach 67) 

= [ABCE]. 
Da aber CE und CD parallel find und fich wie a : 1 ver- 
halten, fo verhalten Tich auch die Spate ABCE und ABCD 
algebraisch wie a : 1 , d. h. die Inhalte von a[ABCD] und 
[ABCD] wie a:L 

270. Wenn A, B, C, D einfache Punkte, und a^ ß, y, 
3 Zahlen find, fo ist [aA./Jß.yC- JD] ein Körpertheil, der 
fich zu ABCD wie aßyd zu 1 verhält. 

Beweis, [a A • /JB -yC • ^D] = aßYd[ABCD] (nach 46) , alfo 
(nach 269) bewiefen. 

A n m. Blicken wir zurück auf die verschiedenen kombinatorischen 
Produkte, deren Begrifif wir näher bestimmt haben, fo ergab fich ffir 
2, 3, 4 einfache Punkte das 'einfache, zweifache, fechafache des da- 
zwischen liegenden Linien-, Flächen-, Körper-Theiles, und die zuge- 
hörigen Gebiete waren die unbegränzte gerade Linie, Ebene, der un- 
begränzte Raum. Ferner ebenfo wie der unendlich entfernte Punkt 
ak Stocke von bestimmter Länge und Richtung eorschieij, fo der 
mifindlich entfernte Linientheil als begränzte Ebene von bestimmtem 
Flächeninhalt und bestimmten Richtungen , fo der unendlich entfernte 
Flächentheil als Körperraum von bestimmtem Inhalte. Wenn zu einer 
Strecke oder zu einem Produkt zweier oder dreier Strecken ein Punkt 
als erster Faktor hinzutrat, fo lieferte dies Produkt denfelben Inhalt 
und diefolben Richtungen , als wenn der Punkt nicht hinzutrat. Durch 
das Hinzutreten des Punktes trat zu den bisherigen Bestimmungen 
(Inhalt und Richtungen) noch im ersten Falle die durch den Punkt 
mit der Strecke parallel gelegte Linie, im zweiten die durch den 
Punkt mit den beiden Strecken parallel gelegte Ebene hinzu, welche 



dieQ^iete jener Grössen bilden, und fo yerwapdeUe rieh die Strecl(e 
in einen Linicntheil, die Fläche von bestimmtiGni Inhalt und bestimm- 
ten Richtungen in das, was wir einen Flächentheil genannt haben. 
Das Produkt dreier Strecken wird durch das Hinzutreten des Punktes 
nur formell geändert. 

271. Wenn A, B, C, D, E, F Punkle, und a, b, c, 
d Strecken fiad, To bedeutet 

1) A = B, 

dass A mit B zurammenfälll, 

2) [AB] = [CD], 

dass die uabegränzten geraden Linien AB und CD, 

3) [ABC] = [DEF], 

dass die unbegränzten Ebenen ABC und DEF zufammenrallen, 

4) a^b, 
dass a mit b parallel, 

. 5) [abj = [cd] , 
dass die Ebene, welche die Richtungen a und b entbftlt, der 
Ebene paraltel ist, welche die Richtungen c und d enthält. 

Beweis. Nach No. 2 bedeutet die Kongruenz zweier 
extenriver Grössen p^q, dass p und q in einer Zahlbezio- 
hung zu einander stehen, und keine von beiden null ist 
Wenn das nun 1) für A und B gilt, fo müssen (nach 221) 
ihre, Orte sufammenfallen , wenn es 2) für [AB] und [CD] 
gilt, fo müssen (nach 247) die unbegrenzten geraden Linien 
AB und CD zufammenrallen, wenn es für [ABC] und [DEF] 
gilt, fo müssen (nach 255) die Ebenen ABC und DEF zufam^ 
menfallen. Endlich 4) und 5) folgen aus 1) und 2), wenn 
man die Punkte in unendliche Entfernung rückt. 

§. 4. Addition vom Linien und Flädien. 

272. Zwei Linienlheile derfelbcn Ebene geben zur 
Summe wieder einen Linienlheil derfelben Ebene, und zwei 
Flächentheile geben zur Summe wieder einen Flächenlheil. 

Beweis. Da der Linienlheil (nach 249) ein kombinato- 
risches Produkt zweier Punkte, und (nach 251) der Flächen- 
theil ein kombinatorisches Produkt dreier Punkte, und die 
Punkte (nach 238) Grössen erster Stufe find, fo find (nach 
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77 b) der Linientheil und der Flfiehentheil betiehlicb einfacbe 
Grössen zweiter und dritter Stufe. Da ferner alle Punkte 
der Ebene fich aus dreien , aber nicht aus weniger Punkten der- 
felben numerisch abieilen lassen (233), fo ist (nach 14) die Ebene 
ein Gebiet' dritter Stufe, und ebenfo (nach 232 und 14) der 
Raum ein Gebiet vierter Stufe. Nach 88 geben die Grössen 
(n — l)-ter Stufe in einem Hauptgebiete n-ter Stufe zur Summe 
eine einfache (d. h. als kombinatorisches Produkt darstellbare) 
Grösse (n — l)-ter Stufe desselben Hauptgebietes, alfo die 
Linientheile einer und derfelben Ebene einen Linientheil der- 
feiben Ebene, die Flächentheile einen Flächentheil. 

Zufatz. Dasfelbe gilt alfo auch für mehr als zwei Linien- 
theile derfelben Ebene, und für mehr als zwei Flächentheile. 

273. Zwei endlich entfernte Linientbeile, derpn Linien 
fich schneiden, geben zur Summe einen endlich entfernten 
Lhiieniheil, dessen Linie durch denfelben Durcbschnitlspunkt 
geht, und welcher der Diagonale eines Parallelogrammes gleich 
lang und gleichgerichtet ist, dessen von derfelben Eck« aus- 
gebende Seiten den fummirten Linientheilen gleich lang und 
gleich|;erichtet find. 

Beweis. Es fei A der Durchschnittspunkt, der- beiden 
Linien, und feien [AB] und [AG] die beiden Linieniheäe, wo 
A, B, C einfache Punkte find, fo ist 

[AB] + [AC] = [A(B -f C)] = 2[AE], 
wenn E die Mitte zwischen B und C ist Aber AE ist die 
haU>e Diagonale des Parallelogramms GAB , alfo 2AE die ganze. 

274. Zwei endlich entfernte, gleichgerichtete Linien- 
theile geben zur Summe wieder einen ebenfo gerichteten 
Linientheil, desiSen Länge die Summe ist aus den Längen der 
Summanden, und dessen gerade Linie zwischen den geraden 
Linien der Summanden liegt und von diefcn Linien im umge- 
kehrten Verhältnisse der Längen der Summanden absteht. 

Beweis. Es feien [Ap] und [Bq], Ve A und B einfache 
Punkte, p und q gleichgerichtete Strecken find, diefe Linien- 
theile, und fei 1 :a das Verhältniss ihrer Längen, d. h. (nach 
251) das Yerhältniss von p zu q, alfo q=:apy fo ist 
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[Ap] + [Bq] = [Ap] + [B.«p] = [Ap] + a[Bp][40] 

= [(A + aB)p] = [(1 + a)S -p] [225], 
wenn S der Summenpunkt von A und aR ist, 

= [S-(l+a)p] [40] 

= [S[p + ap)] = [S(p + q)], 
d. h. die Summe ist ein mit den Summanden gleichgerichteter 
Linientheil, dessen Länge (p + q) die Summe aus den Lftngen 
der Summanden ist, und dessen Linie durch S geht. S liegt 
aber (nach 225) in der geraden Linie AB, und steht von A 
und B in dem Verhältnisse von a : 1 , d. h. im umgekehrten 
Verhältnisse der Summanden (p und q) ab, alfo steht auch 
die gerade Linie S(p + q) von den geraden Linien Sp und 
Sq in diefem Verhältnisse ab. 

275. Zwei endlich entrernte, entgegen gefetzt gerichtete, 
aber nicht gleich lange Linicntheilc geben zur Summe einen 
endlich entfernten Linientheil, welcher dorn grösseren der 
Summanden gleichgerichtet ist, dessen Länge die Differenz 
der Längen der Summanden ist, und dessen Linie ausserhalb 
der Linien der Summanden (auf der Seite des grösseren Sum* 
manden) liegt, und von diefer Linie im umgekehrten Verhält- 
nisse der Längen der Summanden absteht. 

Beweis wie in 274, nur dass man — a statt a fetzt. 

276. Die Summe zweier entgegengefelzt gerichteter 
und gleich langer Linientheile AB und CD ist ein Strecken- 
produkt, dessen Inhalt gleich und gleichbezeichnet dem eines 
Parallelogrammes ABCD ist, welches den einen Linientheii 
(gleich viel, welchen) zur Grundfeite, und den andern zur 
Deckfeite hat. 

Beweis. Wenn AB mit CD gleich lang und entgegen- 
gefetzt gerichtet ist, fo ist (nach 222 Zuf.) 

B — A = C — D. 
Alfo ist 

[AB] + [CD] = [A(B - A)] + [(C - D)D] [67] 

= [A(B - A)] + [(B ~ A)D] [Hyp.] 
= _ [(B _ A)A] + [(B - A)D] [55] 
= [(B - A)(D - A] , 

d. h. gleich einem Streckenprodukt, dessen Inhalt gleich dem 
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eines Parallelogrammes ist, dessen erste Seite mit AB, und 
dessen zweite Seite mit AD gleich lang und gleichgerichtet 
ist. Dies ist aber das Parallelogramm ABCD, alfo bewiefen. 

277. Die Summe eines endlich entfernten Linientheiles 
[AB] und eines kombinatorischen Produktes [ab] zweier Strecken 
a und b, welche einer durch den Linientheil [AB] gelegten 
Ebene parallel ßnd, ist ein endlich entfernter Linientheil [CD] 
derfelben Ebene, welcher mit dem ersteren gleich lang und 
gleichgerichtet ist, und fo liegt, dass das Parallelogramm ABCD, 
welches den ersten Linientheil zur Grundfeite, den zweiten 
zur Deckfeite hat, dem kombinatorischen Produkte [ab] entge- 
gengefetzt (d. h. inhaltsgleich, aber entgegengefetzt bezeich- 
net) fei. 

Beweis. Bezeichnen wir das mit ABCD gleiche Strecken- 
produkt mit P, fo ist nach dem vorigen Satze 

[AB]4-[DC] = P, 
alfo [CD] = [AB] — P 

= [AB] + [ab] , 
da nach Hypothefis 

_ p = [ab] ist. 

278. Die Summe zweier kombinatorischer Produkte [ab] 
und [cd] von je zwei Strecken ist wieder ein kombinatorisches 
Produkt zweier Strecken, und zwar in der Art, dass, wenn 
jene in Form zweier Parallelogramme über derfelben (oder 
gleich langer und gleichgerichteter) Grundfeite dargestellt find, 
die Summe fleh als Parallelogramm über derfelben (oder gleich 
langer und gleichgerichteter) Grundfeite darstellen lässt, in 
welchem die zweite Seite die Streckenfumme der zweiten 
Seiten jener Parallelogramme ist. 

Beweis. Man lege eine Ebene mit a und b parallel, 
eine andere mit c und d parallel; es fei e eine Strecke, welche 
mit der Durchschnittslinie beider Ebenen (und wenn fie fleh 
nicht schneiden mit einer beliebigen Linie derfelben) parallel 
ist. Dann kann man (nach 254) [ab] auf die Form [ef] und 
[cd] auf die Form [eg] bringen, und es ist dann 

[ab] + [cd] = [ef] + [eg] = [e(f + g)], 
und dies war die verlangte Form der Summe. 



279. Zwei endlich eAlfemte Flftchentheile, deren Ebenen 
Tich schneiden, geben zur Samnie einen Fläeheniheil, dessen 
Ebene durch die Durchschniltskante jener Ebenen geht, und 
zwar, wenn die Summanden als Parallelogramme von gemein- 
schaftlicher Grundfeite dargestellt flnd, fo lässt lieh die Summe 
als Parallelogramm darstellen, welches diefelbe Grundreite hat, 
und in welchem die zweite Seite die Streckenfumme aus den 
zweiten Seiten der Summanden ist, oder anders ausgedrückt: 
Die Summanden find gleich den Projektionen der Summe auf 
die beiden Ebenen der Summanden, wenn auf jede Ebene 
parallel der andern projicirt wird. 

Beweis. Es feien A und B zwei einfache Punkte in 
der Durchschnittskante jener Ebenen, und o und d zwei 
Strecken yon der Art , dass die beiden zu addirenden Flachen- 
theile gleich [ABc] und [ABd] feien, fo ist 

[ABc] + [ABd] = [AB(c + d)] 
d. h. die Summe ist dargestellt durch ein Parallelogramm, in 
welchem AB Grundfeite ^ und c -f d die zweite Seite ist. 

280. Die Summe zweier paralleler und gleichbezeich- 
neter (endlich entfernter) FlSichentheile (E^ und Ej) ist ein 
ihnen paralleler und gleichbezeichneter Flächentheil, dessen 
Inhalt die Summe ist aus den Inhalten der Summanden, und 
dessen Ebene zwischen denen der Summanden to liegt, dass 
fie von ihnen im umgekehrten Verhältnisse der Inhalte der 
Summanden absteht. 

Beweis. Es fei Ei==[Abc], wo A ein Produkt, b und 
c Strecken find, und fei von A auf die Ebene von E2 ein 
Loth. AD geföllt, fo ist [Dbc], da beide Ebenen parallel find, 
ein Flächentheil der Ebene von E2, steht alfo zu E2 in einer* 
Zahlbeziehung. Es fei E2 = a[Dbc] , fo ist 

El + E2 = [Abc] + a[Dbc] =[(A + aD)bc] 

= [(1 + a)Sbc] , 
wo S (nach 225) in AD liegt, und von A und D im Verhält- 
nisse a : 1 absteht. Folglich ist die Ebene der Summe eine 
durch S mit b und c, alfo auch mit den Ebenen von E^ und 
E2 parallel gelegte Ebene, welche von diefen letzteren im 
Verhältnisse a : 1 absteht, d. h. im umgekehrten Verhältnisse 
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der Inhalte (bc und obc). Der Inhalt der Siimme ist (nach 
260) gleich dem Inhalte von (1 -f a)bc, d. h. =bc -|- cd>c, 
d. h. gleich der Summe der Inhalte der Sammanden. 

381. Die Summe zweier paralleler und entgegengefetzl 
bezeichneter aber nicht inhaltsgleicher (endlich entfernter) 
Flftchentheile E^ und E^ ist ein ihnen paralleler dem grösseren 
gleichbezeichneter Flächentheil, dessen Inhalt die DifiPerenz 
der Inhalte der Summanden (E^ und Ej) ist, und dessen Ebene 
ausserhalb der beiden Ebenen der Summanden To liegt, dass 
fie von diefen Ebenen im umgekehrten Yeriiftltnisse der Sum- 
manden absteht. 

Beweis wie in 277, nur dass statt a gefetzt wird — a. 

382. Die Summe zweier paralleler, entgegengefetzt be- 
zeichneter aber inhaltsgleicher (endlich entfwnter) Flächen* 
theile Ei und E2 ist gleich einem kombinatorischen Produkte 
dreier Strecken, und zwar ist der Inhalt diefes Produktes 
gleich, aber entgegengefetzt bezeichnet dem eines Prisma's, 
welches Ei als Grundfläche hat und dessen Deckfläche in der 
Ebene von Ea liegt. 

Beweis. Es fei Ei=[Abc], Ea = — [Dbc], fo ist 
El + Ea = [Abc] — [Dbc] = [(A ^ D)bc] 
= - [(D - A)bc]. 
Aber [(D — A)bc] ist (nach 58) == [bc(D — A)], und dies 
letztere ist (nach 262) dem Inhalte eines Spates gleich , dessen 
erste Seite mit b, dessen zweite Seite mit c und dessen dritte 
Seite mit (D — A) gleich und gleichgerichtet ist, alfo dessen 
Grundfläche Abc ist und dessen Deckfläche durch D geht, alfo 
bewiefen. 

283. Die Sun^me eines endlich entfernten Flächentheils 
El und eines kombinatorischen Produktes P dreier Strecken, 
ist ein dem ersten parallel gelegener, inhaltsgleicher, und gleich- 
bezeichneter Flächentheil Ea, welcher fo liegt, dass der Spat 
(Parallelepipedum), welcher den ersteren Flächentheil zur Grund- 
fläche hat, dem gegebenen kombinatorischen Produkte P der drei 
Strecken inhaltsgleich und gleichbezeichnet ist. 
Beweis. Nach 282 ist 

El — Ea = — P, alfo 
Ea=Ei + P, 



284. Die Summe dreier PIftcbentheile (Ei, Bj, E3), deren 
Ebenen fich in einem Eckpunkte (D) schneiden , ist ein Fifichcn- 
theil (E4), dessen Ebene durch denfelben Eckpunkt (D) geht; 
und fo beschaffen ist, dass, wenn man dieren Flftchentheil (E4) 
nach und nach auf jede der drei Ebenen parallel der Durch- 
schnittslinie der beiden andern projicirt, diefe Projektionen den 
Summanden (Ei, £3, E3) gleich find. 

Beweis. Es feien die Kanten, in welchen Tich bezieh- 
lich die Ebenen E3 und E3, E, und E^, Ei und E, schneiden, 
den drei Richtungen a, b, c parallel, fo ist zunächst zu be- 
weifen, dass E^, E2, E, die Projection von E4 auf die Ebenen 
El, E2, E3 nach den Richtungen a, b, c feien. Um dies zu- 
erst für El zu beweifen, fei E2 +B3=E' geretzt, fo ist a 
(nach der Annahme) mit der Durchschnittskante der beiden Ebe- 
nen Ea und £3 parallel; alfo auch (nach 279) mit E^ Projicirt 
man nun E4 auf die Ebene Ei nach der Richtung a, fo ist, da 
a mit E' parallel und E4 = E' + ^i i^t, diefe Projection =Ei 
(nach 279). Auf gleiche Weife folgt, dass die Projection von 
E4 auf die Ebene E, nach der Richtung b, gleich E2, und 
die auf die Ebene E3 nach der Richtung c, gleich £3 ist. End- 
lich ntuss auch E4 durch D gehen; denn (nach 279) haben 
E', Ea und £3, vermöge der Gleichung £' = £2 + B39 diefelbe 
Kante gemein, alfo auch den Punkt D, der (nach der Hypo- 
thefis) in £3 und £3 liegt; ferner haben nach demfelben Satze 
£4, £', El, vermöge der Gleichung £4 = £' + Ej , diefelbe 
Kante gemein, alfo auch den Punkt D, der, wie wir bewiefen, 
in E^ und nach der Yorausfetzung auch in £1 liegt, d. h. £« 
geht auch durch D. 

285. Eine Summe S von Linientheilen lässt Hch stets 
auf eine Summe zweier Linientheile zurückführen, und zwar 
kann man für den einen diefer beiden Linientheile einen Punkt 
(A), durch welchen die Linie desfelben gehen foU, und fOir 
den andern eine Ebene BCD, in welcher die Linie desfelben 
liegen foU, willkürlich annehmen, nur dass der Punkt A nicht 
innerhalb der Ebene BCD liegen darf. 

Beweis. DaA, B, C, D nicht in einer Ebeiu) liegen, 
fo kann man aus ihnen (nach 232) alle Punkte des Raumes 



Bumerisch ableiten, und alfo auch die Punkte , durch deren 
Multiplikation zu je zweien die Linientheile entstanden flnd, 
deren Summe S ist. Löst man, nachdem man diefe Ableitungs- 
ausdrücke eingeführt bat, alle Klammern auf, und fetzt (nach 
55) [BA] = — [AB], [CA] = — [AC], [DA] = — [AD], [CB] 
= — [BC], [DB] = — [BD], [DC] = — [CD], fo erhält man 
einen Ausdruck der Form 

S =a[AB] + /J[AC] + y[AD] + i[BC] + e[BD] + i:[CD], 
wo a, ßy Yy ^9 ^f t Zahlen flnd. Dies ist aber 

= [A(aB +ßC+ yD)] + *[BC] + «[BD] + f [CD]. 
Ersteres giebt (nach 222 und 253) einen Linientheil, und 
J[BC] + £[BD] + t[CD] giebt (nach 272 Zuf.) einen (endlich 
oder unendlich entfernten) Linientheil der £bene BCD, alio 
bewi^fen. 

286. Eine Summe S von Linientheilen ist dann und 
nur dann wieder ein Linientheil, wenn 

[SS]==0 
ist. 

Beweis 1. Wenn S ein Linientheil = [AB] ist, fo ist 
[SS] = [ABAB] = . [60]. 

2. Wenn [SS]=0 ist, fo fei S (nach 285) zurückge- 
führt auf 2 Linientheile, und S = [AB] + [CD], fo wird 

= [SS] = [(AB +CD)(AB +CD)] = [ABCD] +[CDAB], 
da [ABAB] und [CDCD] (nach 60) null find. Es ist aber (nach 
58) [CDAB] = [ABCD], alfo 

= 2[ABCD] , oder = [ABCD] , 
d. h. A, B, C, D liegen in Einer Ebene (nach 236), alfo ist 
(nach 272) AB + CD ein Linientheil. 

Anm. Man fieht, wie für die Statik der Schwerpunkt als Summe 
von Punkten, die statische Kraft als Linientheil, die Refultate der 
statischen Kräfte als Summe der Linientheile, das statische Moment 
als Flächentheil erscheint, und schon daraus wird man entnehmen 
können, welche fruchtreiche Anwendung die hier fich entwickelnde 
Analyfe für die Statik und Mechanik gestatte, was ich in einem spä- 
teren Werke zu zeigen gedenke. 
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§. 5. Planimetrische und stereometrisclie Multiplikation. 

367. Wenn a, b,-*- die Stufenzahlen eines reinen 
Produktes P (114), n die des Hauptgebietes, v die Stufenzahl 
des verbindenden, g die des gemeinschaftlichen Gebietes (15) 
und p die des Produktes ist, und n — a = a', n — b = b',- * '9 
n — g = g' gefetzt wird, fo ist, 

1) wenn das Produkt I^ ein progressives ist, P dann 
und nur dann von null verschieden, wenn 

i' = a -{-h -!-••• 
ist, und zwar ist dann p=='v, 

2) wenn das Produkt P ein regressives ist, fo ist P dann 
und nur dann von null verschieden, wenn 

g' = a' + b' H 

ist^ und zwar ist dann p=:g. 

Beweis 1. Wenn das Produkt P ein progressives ist, 
fo kann man die Faktoren (nach 119 b) in lauter Faktoren 
erster Stufe auflöfen; die Anzahl diefer Faktoren erster Stufe 

ist (nach 77) a +1> H , ihr Produkt ist (nach 61 und 66) 

dann und nur dann von null verschieden, wenn die Faktoren 
erster Stufe in keiner Zahlbeziehung zu einander stehen, d. h. 
(nach 23) wenn das verbindende Gebiet von (a + b +• • .)-ler 
Stufe, alfo v = a + b -}-• • • ist. Dann ist die Stufe des Pro- 
duktes (nach 77) = a + b ^ , d. h. = v. 

2. Wenn das Produkt P ein regressives ist, fo gilt der 
Satz zunächst für zwei Faktoren. Denn nach 109 ist P dann 
und nur dann von null verschieden, wenn g = a + b — r n, d, h, 
n — g = n — a + n— b, alfo 

g' = a' + b' 
ist. Nach 95 ist ferner p = a + b — n, alfo =g. Somit 
gilt der Satz für zwei Faktoren. Aus ihm erhält man aber 
durch wiederholte Anwendung den Satz für beliebig viele Fak- 
toren. 

Anm. Diefer Satz hätte nach 119 b folgen f ollen, und ist dort 
nur durch ein Veifehen ausgelassen. 

388. Erklärung. Unter der planimetrischen Multi- 
plikation verstehe ich die auf eine Ebene bezügliche, unter 
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der stereometrischen die auf den Raum (als Gebiet vierter 
Stufe) bezügliche Multiplikation. 

389. Das planimetrische Produkt zweier Linientheile 
[AB] und [AC], deren Linien fich in endlicher Entfernung 
schneiden, ist ein Punkt, dessen Ort der Durchschnittspunkt 
(A) jener Linien, und dessen Koefßcient, wenn A, B, C ein- 
fache Punkte find, gleich dem Inhalte des Parallelogramms 
ABC ist, d. h. 

[AB.AC] = [ABC]A. 

Beweis nach 104. 

Anm. Da bei der planimetriscliea Maltiplikation (gemäss 94) ein 
Fläohentheil als Einheit angenommen werden muss, fo ist der Koef- 
ficient [ABC] eine Zahl, alfo [ABCjA in der That ein (einfacher oder 
Yiclfacher) Punkt. 

200. Das planimetrische Produkt zweier paralleler Li- 
nientheile [AB] und [CD] ist eine Strecke, welche den beiden 
Linien parallel ist, und welche fleh zur Strecke AB algebraisch 
wie das Parallelogramm BCD zur Einheit verhält. 

Beweis. Da AB mit CD parallel ist, To stehen (nach 
221) die Strecken A — B und C — D in einer Zahlbeziehung. 
Es fei C — D = a(A — B), Ib wird 

[AB . CD] = [(A - B)B -(C - D;D] [67] 

= a[( A — B)B . (A — B)D] [Annahme] 
= a[(A — B)BD](A — B) [104] 

= [(C — D)BD](A — B) [Annahme] 

= [CBD](A — B) [67] 

= [BCD](B - A) [55]^ 

d. h. [AB 'CD] ist gleich einer Strecke, die mit AB parallel 
ist, und fich zu AB algebraisch verhalt wie [BCD] zu 1. 

391. Das planimetrische Produkt eines Linientheiles 
[AB] und eines Punktes C ist, wenn A, B, C einfache Punkte 
find, gleich dem Inhalte des Parallalogramms ABC, alfo null 
nur dann, wenn A, B, C in gerader Linie liegen. 

Beweis nach 255. 

292. Das planimetrische Produkt dreier Linientheile 
[AB], [AC], [BC], welche die Seiten eines Dreiecks bilden, 
ist, wenn A, B, C einfache Punkte find, 4mal fo gross als 
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das Quadrat dieres Dreiecks, oder gleich dem Quadrate ies 
Parallelogramms ABC, d. h. 

[AB•AC.BC] = [ABC]^ 
Beweis. Es fei [ABC] == a. Dann Tetze man Aj = A : a, 
fo ist [AiBC] = l, alfo (nach 112) 

[AiB.A,C.BC]=l, 
alfo 

[AB . AC . BC] = a» = [ABC]». 
Anm* Wir hätten die Formel auch schreiben können: 

[AB.BO.CA] = [ABC]a. 

293. Das plani metrische Produkt zweier Grössen erster 
oder zweiter Stufe ist dann und nur dann null, wenn die 
Grössen incident find, d. h. zweier Punkte, wenn ihre Orte 
zufammen fallen, zweier Linientheile, wenn ihre Linien zufam^^ 
menfallen, eines Linientheiles und eines Punktes, wenn der 
Ort des Punktes in die Linie (jenes Linientheiles) n^llt. 

Beweis nach 287. 

294. Das planimetrische Produkt zweier nicht incidenter 
Linientheile ist dem Durchschnittspunkte ihrer Linien kon- 
gruent, d. h. 

[AB.AC] = A. 
Beweis. [AB • AC] = [ABC] A (f. o.), alfo da [ABC] 
eine Zahl ist, ^A (nach 2). 

295. Das planimetrische Produkt dreier Linientheile ist 
dann und nur dann null , wenn ihre Linien fich in einem (end- 
lich oder unendlich entfernten) Punkte treffen. 

Beweis nach 287. 

296. Das stereometrischc Produkt zweier Flächentheile 
[ABC] und ABD, deren Ebenen fich in endlicher Entferoung 
schneiden, ist ein Theil diefer Durchschnittslinie, und zwar 
verhält fich derfelbe, wennA, B, C, D einfache Punkte find, 
zu AB algebraisch wie der Spat (das Parallelepipedum) ABGD 
zur Einheit. 

Beweis. [ABC-ABD] = [ABCD][AB] [104]. 

Anm. Da bei der stereometrischen Multiplikation (nach 94, 288) 
ein Körpertheil als Einheit genommen ist, fo ist [ABCD] eine Zahl^ 
und alfo f ABCD] [AB] in der That ein Linientheil. 

12* 
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297. Das stdreometritiche Produkt zweier Flächentheile 
[ABC] und [DEF], deren Ebenen parallel flnd, ist ein Produkt 
zweier Strecken , welche diefen Ebenen parallel find, und 
zwar verhUt rieh der Inhalt diefes Produktes , wenn A , B , C, 
Dy E, F einfache Punkte lind, zu dem des Parallelogramms 
ABC algebraisch wie der Spat (das Parallelepipedum) ADEF 
zur Einheit. 

Beweis. 
[ABC • DEF] = [A(B — A)(C— A) • D(E— DXF— D)J [67]. 
Da nun nach der Annahme die Ebenen ABC und DEF parallel 
find , fo Find (nach 230) E — D und F — D aus B — A und 
C — A ableitbar, alfo auch das Produkt der ersteren aus dem 
der letzteren. Es fei B — A mit p und C — A mit q bezeich- 
net, fo ist [(E — DXF— D)] aus [pq] ableitbar, und fei 
ssa[pq], fo ist 

[ABC • DEF] = [Apq • aDpq] == a[Apq • Dpq] [40] 
= a[ADpq][pq] [107] 

= [AD(E--DXF-D)][pq] [Annahme] 
= [ADEF][pq] [67]. 

298. Das stereometrische Produkt zweier Linientheile 
[AB] und [CD], und ebenfo das eines Flächentheiles [ABC] 
und eines Punktes, ist, wenn A, B, C, D einfache Punkte 
find, gleich dem Spate ABCD. 

Beweis. [AB-CD] = [ABC- D] = [ABCD] [80]. 

299. Das stereometrische Produkt dreier Flächentheile 
[ABC], [ABD], [ACD], welche fleh in einem endlich entfern- 
ten Punkte A schneiden, ist ein vielfacher Punkt, dessen 
Ort der Durchschnittspunkt A ist, und zwar, wenn A, B, C, 
D die einfachen Ecken eines Tetraeders Ond, fo ist der zu 
jenem Punkte gehörige Koefficient gleich dem Inhalte des 
Spates (Ptirallelepipedums) ABCD. 

Beweis. Es fei [ABCD] = a, und fei Bi=:B:a, fo 
ist [ABiCD] = l, alfo (nach 112) 

[ABiC.ABiD.ACD] = A, alfo 

[ABC- ABD-ACD] = a»A = [ABCD]^A. 

300. Das stereometrische Produkt von vier Flächen- 
theilen [ABC], [ABD], [ACD], [BCD] ist, wenn A, B, C, 



D die elafacben Ecki^n eines Tetraeders find, gleiob der 
drilten Polens des Spates (Parallelepipedutö) ABCD. 

Beweis. Es fei [ABGD]s=ay und fei AissAra, fo 
ist [AiBCD]=:l^ alfo (nach 112) 

[AxBC.AiBD.AiCD.BCD] = l, alfo 
[ABC.ABD.ACD.BCD] = a»= [ABCD]». 

301. Das stereometrische Produkt zweier Linientheile 
ist dann und nur dann null, wenn ihre Linien in einer Ebene 
liegen; das stereometrische Produkt zweier Grössen, welche 
von erster, zweiter oder dritter Stufe, aber nicht beide zu- 
gleich von zweiter Stufe find, ist dann und nur dann null, 
wenn die Grössen incident find, alfo zweier Punkte, wenn 
ihre Orte zufammen fallen, zweier Flächentheile, wenn ihre 
Ebenen zufammenfallen, eines Punktes und eines Linien- oder 
Flächentheiles, wenn der Punkt in der Linie oder Ebene des 
letzteren liegt, eines Linientheiles und eines Flftchentheiles, 
wenn die Linie des ersteren in der Ebene des letzteren liegt. 

Beweis No. 287. 

302. Das stereometrische Produkt zweier nicht inci- 
denter Flächentheile ist der Durchschnittslinie ihrer Ebenen 
kongruent. 

Beweis. Es feien a, b, c, d Yielfache Punkte, fo ist 
[abc-abd] = [abcd][ab] 
= [ab], 
'da [abcd] eine Zahl ist. 

303. Das stereometrische Produkt eines FIftohentheiles 
und eines Linientheiles, der nicht in der Ebene des ersteren 
liegt, ist dem Durchschnittspunkte der Ebene und der Linie 
kongruent. 

Beweis. [abc-ad]s5[abcd] a 

= a, 
wo wieder a, b, c, d yielfache Punkte find. 

304. Ich bezeichne bei der planimetrischen Multiplika- 
tion das Produkt [ab] zweier Strecken a und b, wenn das 
Parallelogramm ab gleich dem als Einheit angenommeneu Flä- 
cheninhalte ist , mit U , und ebenfo bezeichne ich bei der ste- 
reometrischen Multiplikation das Produkt [abc] dreier Strecken 
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a, b lind c , wenn der Spat (Parallelepip«dum) abc gleich dem 
als Einheit angenommmien Körperraume ist, mit U. Wenn 
beade unterschieden werden follen, fo werde ich jenes mit U2 
diefes mit U3 bezeichnen. 

305. Wenn a ein yielfacber Punkt, AB ein Linientheil, 
ABC ein Flächentheil ist, undA, B, C, einfache Punkte Dnd, 
fo ist 

[aU] der Koefßcient von a, 

[ABU] gleich der mit AB gleich langen und gleichge- 
richteten Strecke =(B — A), und 

[ABCU] gleich dem mit dem Parallelogramm ABC glei- 
chen und parallel gelegenen Streckenprodukte 
= [(B - A)(C - A)]. 
Beweis. Es fei a = aA und ü = [bcd], wo b, c, d 
(nach 304) Strecken find, und der Spat bcd gleich 1 ist^ 
fo ist 

[all] = [oAbcd] = a[Abcd] = a, 
da [Abcd] (nach 268) mit [bcd] inhaltsgleich und gleich be- 
zeichnet, alfo gleich 1 ist. Ferner 

[ABU] = [AB . bcd] = [A(B — A) ^ bcd] [67], 

Da hier B —- A als Strecke aus b, c, d numerisch ableitbar 
ist (nach 229), fo ist (nach 108) 

[A(B - A) . bcd] = [Abcd][B - A] = [B — A] , 
da [Abcd] = 1 ist. Ferner 

[ABCU]=[ABC . bcd]=[A(B— A)(C— A) • bcd] [67]. 
Da hier B — A und C — A Strecken, alfo aus b, c, d nu- 
merisch ableitbar find (nach 229), fo ist [(B — A)(C — A)] 
dem tb6d] untergeordnet, alfo 

[A(B— A)(C-A).bcd]=[Abcd][B--A)(C— A)] [106] 

= [(B-A)(C-A)], 
da [Abcd] = 1 ist. 

Anm. Diefe GrGssen (aU), [ABU], [ABCU] find es, welche ich 
ia der ersten Bearbeitung der Aosdehnungslehre von 1844 (pag. 159) 
die Ausdehnungen der Grössen a, [AB], [ABCJ genannt, and dafür 
eine eigene Bezeichnung eingeführt habe , die nunmehr darch die An- 
wendung der unendlich entfernten Einheit (U) Überflüssig gemacht 
worden ist. 
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§. 6. Besondere Oesetie fttr ein gleich Nnll gesetites 
planimetriflolies Prodnkt. Ebene Kurven. 

30Ö. Die Gleichung eines Punktes x, der mit den 
Punkten a, b in einer geraden Linie liegt, ist 
[xab] = 0, 

Beweis. Denn (nach 245) ist [xab] dann und nur dann 
null, wenn x mit a, b in einer geraden Linie liegt. 

Anm. Da es bei den gleich null gefetzten Produkten nie auf den 
metrischen Werth der Faktoren ankommt, fo brauchen einfache und 
vielfache und unendlich entfernte Punkte nicht mehr unterschieden 
zu werden , und ich will deshalb für diefelben überall die gleiche Be* 
Zeichnung durch kleine lateinische Buchstaben wfthlen, während ich 
zur Bezeichnung der Linientheile, oder, da es hier auf ihre GrOsse 
nicht ankommt, der geraden Linien , die grossen lateinischen Buch- 
staben wähle. 

307. Die Gleichung einer geraden Linie X, die mit 
den geraden Linien A und B durch denfelben Punkt geht, ist 

[XAB] = 0. 
Beweis nadb 301. 

308. Die Stufenzahl eines planimetrischen Produktes 
aus beliebi|r vielen Faktoren, mögen diefelben nun Grössen 
erster oder zweiter Stufe fein, ist der Summe der Stufen- 
zahlen aller Faktoren kongruent in Bezug auf den Modul. 3. 

Beweis nach 96. 

309. Wenn $n,x ein planimetrisches Produkt nullter 
Stufe ist, welches den Punkt x n-mal, und ausserdem nur 
konstante Punkte und Linien als Faktoren enthalt, fo ist 

wenn ihr nicht jeder Punkt x genügt, die Punkt -Gleichung 
einer algebraischen Kurve n-ter Ordnung, d. h. es drückt die 
Gleichung aus , dass der Punkt x in einer algebraischen Kurve 
n-ter Ordnung liegt. 

Beweis. Es feien a, b, c drei beliebige, nicht in gerader 
Linie liegende Punkte, z. B. a ein einfacher Punkt, b und c 
zwei gegeneinander fenkrechte und gleich lange Strecken 
(unendlich entfernte Punkte), fo find alle Punkte der Ebene 
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aus a, b, c numerisch ableitbar , alfo namentlich der Punkt x; 
es fei 

X = x^a + Xab + XjC, 
Führt man diefen Ausdruck statt x in die Gleichung 

ein, und löst die fämmtlichen Klammern , welche nun in dem 
Produkte $n/x den Ausdruck (x^a + Xjb + x^c) einschliessen, 
anf , fo erhfilt man eine in Bezug auf x^ , Xj , x, homogene 
Gleichung n-ten Grades, deren Glieder alle die Form ^x^x^x^ 
haben, wo a + b + c = n ist, und wo 51 ein Produkt kon- 
stanter Linien und Punkte, und zwar ein Produkt nuUter Stufe 
ist, da die Stufenzahlen der Faktoren nicht geändert find. Alfo 
ist 9i als Grösse nullter Stufe eine Zahl, und die Gleichung 
alfo eine gewöhnliche Zahlgleichung geworden , welche in Be- 
zug auf Xi, Xa, X3 homogen vom n-ten Grade ist. Es find 
aber, wenn a ein einfacher Punkt und b und c zu einander 

fenkrechte gleich lange Linien find, — und — die gewöhn*- 

Xj Xj 

liehen Koordinaten des Punktes x, aKo, wenn die Gleichung 
nicht identisch =0 ist, die durch fie dargestellte Kurve eine 
algebraische Kurve von n-ter Ordnung. 

910. Wenn 9)(n,X) ein planimetrisches Produkt nullter 
Sittfe ist, welches die gerade Linie X n-mal und ausserdena 
nur konstante Punkte und Linien als Faktoren enthält, fo ist 

|)(n,X) = 
die Linien - Gleichung einer algebraischen Kurve n-ter Klasse, 
oder einfacher ausgedrückt, fo ist der geometrische Ort für 
die Linie X, welche diefer Gleichung genügt, ein Ort n-ten 
Grades. 

Beweis genau wie in 309« 

311. Wenn $n,z ein stpreometrisches Produkt nullter 
Stufe ist, welches den Punkt x n-mal, und ausserdem nur 
konstante Punkte, Linien und Ebenen als Faktoren enthältj 
C^ ist ^ ^ 

die Punktgleichung einer algebraischen Oberfläche n-ter Ord- 
nung, oder einfacher ausgedrückt, fo ist der geometrische Ort 



des Punktes x, welcher der obigen Gleichung genügt, ein Ort 
n-ten Grades; vorausgefetzt jedoch, dass nicht jeder Punkt x 
der obigen Gleichung genügt. 

Beweis. Es Teien a, b, c, d vier beliebige Pnnkte, die 
nicht in Einer Ebene liegen, z. B. a ein einfacher Pnnkt, b, 
c, d drei gegeneinander fenkrechte und gleich lange Strecken 
(unendlich entfernte Punkte), fo lasst fich (nach 232) x aus 
a, b, c, d numerisch ableiten. Es fei 

X = Xia + Xjb = X3C + X4d, 
wo Xi, X2, X3, X4 Zahlen find. Führt man diefen Ausdruck 
statt X in dem Produkt Pn,z überall ein, und Idsst die Klam- 
mern auf, fo erhalt man lauter Glieder der Form 8(x^x^xjx^^ 
wo a+B + c + t = n, und 51 ein Produkt nulller Stufe, alfo 
eine Zahl ist. Somit ist die entstehende Gleichung eine Zahl- 
gleichung, welche in Bezug auf x^, X2, X3, X4 homogen vom 
n-ten Grade ist; falls nicht etwa die fämmtlichen Koefficienten 
% u. f. w. Null find, d. h. der Gleichung durch jeden Punkt x 

genügt wird, was oben ausgeschlossen war. Nun find --^, 

X X 

— , — die gewöhnlichen Koordinaten des Punktes x, weB 
nämlich x = x/a + ^b + ^c + -^d^ alfo x = a + ^b 

X Xi Xj Xi J Xi 

X X 

-j — ^c -| — *d ist. Somit ist der geometrische Ort von x eine 

Xj x^ 

Oberfläche n-ter Ordnung. 

312. Wenn $(n,$) ein stereometrisches Produkt nulltet 
Stufe ist, welches die Ebene % n-mal als Faktor enthält, und 
ausserdem nur konstante Punkte, Linien und Ebenen^ fo isi^. 

Kti,5) = 
die Ebenen - Gleichung einer algebraischen Oberfläche n-ter 
Klasse; vorausgefetzt, dass nicht jede Ebene % der Gleichung 
genügt. 

Beweis wie in 311. 

313. Ein planimetrisches und ebenfo ein stereometrisches 
Produkt bleibt fich felbst kongruent, wenn man statt eines 
beliebigen Faktors desfelben einen ihm kongruenten fetzt, oder 
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ibn mit einer beliebigen yon Null verschiedenen Zahl (einer 
Grösse nuUter Stufe) multiplicirt oder dividirt. 

Beweis. Zwei Grössen A und B heissen (nach 2) 
kongruent y wenn zwischen ihnen eine Gleichung der Form 
A=inB besteht, in welcher n eine beliebige von Null ver- 
schiedene Zahl (pontive, ganze oder gebrochene, rationale 
oder irrationale) bedeutet. Setzt man nun in einem Produkte 
P(J), welches den Faktor A enthftlt, statt A eine ihr kon- 
gruente Grösse n^, fo wird P(nJ) (nach 40) =nP(-4), alfo 
mit ?SA) kongruent. 

Anm. Ein Produkt nuUter Stufe ist nach dem angeführten Be- 
griffe dann und nur dann einem anderen kongruent , wenn He entweder 
beide zugleich null, oder beide zugleich von Null verschieden find. 
Somit schliesst der Satz dies ein, dass wenn man in einem Produkte 
nuUter Stufe statt eines beliebigen Faktors einen ihm kongruenten 
fetzt, das Produkt null bleibt, wenn es null war, und yon Null ver* 
schieden bleibt, wenn es von Nu^l verschieden war. Da es in der 
ganzen folgenden Behandlung nur auf die Kongruenz ankommt, fo 
werde ich statt der Linientheile und der Flächentheile überall gerade 
Linie und Ebene fetzen. 

31 4L. Ein planimetrisches , und ebenfo ein stereometri- 
sches Produkt bleibt fleh felbst kongruent, wenn die beiden 
Faktoren, aus denen es besteht, vertauscht, d. h. [AB]^ [BA% 
was auch A und B für Grössen feien. 

Beweis nach 120. 

319. Ein planimetrisches Produkt dreier Punkte oder 
dreier Linien, ebenfo ein stereometrisches von vier Punkten 
oder Ebenen bleibt fich felbst kongruent, wenn man feine 
Faktoren beliebig ordnet und züfammenfasst. 

Beweis. Denn da das Produkt dann (nach 114) ein 
reines ist, fo gelten für dasfelbe die Sfttze 120, 119 a. 

316. Ein planimetrisches, und ebenfo ein stereometri- 
sches Produkt bleibt fleh felbst gleich, wenn man zwei un- 
mittelbar auf einander folgende, einander incidento Faktoren 
desfelbcn (namentlich eine gerade Linie, oder eine Ebene und 
einen in ihr liegenden Punkt) vertauscht. 

Beweis nach 123. 

317. Ein planimetrisches, und ebenfo ein stereometri- 
sches Produkt nuUter Stufe bleibt fich felbst kongruent, wenn 



man die Ordnung der Faktoren unkebrt, oder die Reäie belie«- 
big vieler letzter Faktoren in eine . Klammer scUiesst und 
umkehrt. 

Beweis nach 126. 

318. Ein stereometrisch^s Produkt von drei oder vier 
Punkten, oder von drei oder vier Ebenen, oder von zwei 
Punkten und einer Geraden, oder von zwei Ebenen und einer 
Geraden bleibt Tich Telbst kongruent, wenn man feine Faktoren 
beliebig ordnet und zufammenfasst. 

Beweis. Denn da das Produkt dann (nach H4) jedes- 
mal ein reines ist, fo find hier die Sätze 119 a und 120 
anwendbar. 

319. Ein stereomelrisches Produkt [aBC] von einem 
Punkte a und zwei geraden Linien B und C, welche fich 
schneiden, bleibt fleh felbst kongruent, wenn man diefe 
geraden Linien vertauscht, d. h. 

[aBC] ^ [aCB] , wenn B und C fich schneiden. 
Beweis nach 124 e. 

Anm. Hiermit find alle Fälle der Vertausclxbarkeit fär plaui- 
metrische und stereometrische Produkte erschöpft. (Vergl. 124.) 

320. Wenn in einem planimetrischen Produkte der Form 
[xaBcD*--] d. h. in welchem auf den Punkt x abwechselnd 
Punkte und gerade Linien folgen, oder in dem planimetrischen 
Produkte [XBcD- • •], in welchem auf die Linie X abwechfelnd 
Linien und Punkte folgen, kein Faktor dem nächstfolgenden 
incident ist, fo ist dasfelbe von Null verschieden. 

Beweis. Angenommen fei, dass von den Grössen x, a, 

B, c, D**- keine zwei aufeinander folgende incident feien, 

dann find x und a zwei nicht incidente Punkte, ihr Produkt 

alfo eine von Null verschiedene, gerade Linie,' diefe gerade 

Linie ist nicht mit B incident, da a nicht in B liegt, alfo isi 

ihr Produkt [xaB] ein von Null verschiedener Punkt der gera*- 

den Linie B; diefer kann nicht mit c zufammenfallen, da c 

nicht in B liegt, alfo ist ihr Produkt [xaBc] eine von Null 

verschiedene, durch c gehende gerade Linie, diefe kann nicht 

mit D zufammenfallen, da c nicht in D liegt, alfo iat ihr 

Produkt [xaBcD] ein von Null verschiedener Punkt der gera- 

13 
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den Linie D o. f. w. Setat man xa = X , To gehl der zweite 
Theil des Satzes hervor. 

321. Wenn in einem stereometrischen Produkte der 
Form 

[xBßcd- • ••]> 
d. h. in welchem auf den Punkt x abwechrelnd Punkte und 
Ebenen (die hier mit griechischen Buchstaben bezeichnet find) 
folgen, oder in dem stereometrischen Produkte 

in welchem auf die Ebene S abwechfelnd Ebenen und Punkte 
folgen, kein Faktor dem nächstfolgenden incidcnt ist, fo ist 
dasfelbe von Null verschieden. 
Beweis wie in 320. 

322. Wenn in einem stereometrischen Produkte der 
Form 

[xABC..-] oder BBC-..], 
d. h. in welchem auf den Punkt x oder die Ebene S lauter 
gerade Linien als Faktoren folgen, die beiden ersten Faktoren 
einander nicht incident find, und keine der Linien die nächst- 
folgende schneidet, fo ist dasfelbe von Null verschieden. 

Beweis. Da x nicht in der geraden Linie A liegt, fo 
ist [xA] von Null verschieden, und zwar der durch x und A 
gelegten Ebene kongruent; in diefer Ebene kann die gerade 
Linie B nicht liegen, da He fönst die gerade Linie A derfelben 
Ebene (wenn auch in unendlicher Entfernung) schneiden 
müsste, gegen die Annahme, alfo ist das Produkt [xAB] der 
Ebene [xA] und der geraden Linie B von Null verschieden, 
und zwar (nach 303) kongruent dem Durchschnittspunktc 
^ beider; da diefer in B liegt, alfo nicht in C (da B und C fleh 
nicht schneiden), fo ist das Produkt [xABC] eine von Null 
verschiedene durch C gehende Ebene u. f. w. Der zweite 
Theil des Satzes folgt, wenn man [xA]==$ fetzt. 

Anm. Die angeführten Sätze reichen hin, \\m die vorher aufge- 
stellten Formeln fttr Kurven und Oberfl&chcn mit der grösaten Leich- 
tigkeit zu ditkutiren, vrozu ich die folgenden zwei Beispiele wähle« 

323. Die Gleichung eines Kegelschnittes, der durch 
die f&nf Punkte a, b, c, d, e geht, von denen keine drei 
in einer geraden Linie liegen, ist 
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[xa(cd)Cab*de)(bd)ex] csO, oder 

[xaBC]Dex]=:0, 
wo B=J^cd], Ci = [ab*de], D = [bc] ist. 

Beweis. Das Produkt der linken Seite ist, da die Smonie 
der Stufenzahlen 12 durch 3 theilbar ist, von nullter Stufe. 
Dass nicht jeder Punkt x der Gleichung genügt, davon über- 
zeugt man fich leicht. Zieht man z. B. eine Linie ap, die nicht 
durch e geht, und nimmt an^ x folle in diefer geraden Linie 
liegen, aber nicht in a, fo ist [xa]^[pa], fomit können wir 
(nach 313) statt xa in der obigen Gleichung pa oiufetzen, und 
erhalten 

[paBC|Dex] = 0, 
d. h. der Punkt x muss in der geraden Linie liegen, die 
durch den Punkt [paBciD], welcher q heisset, und durch den 
Punkt e geht; zugleich foll er nach der Annahme in der 
geraden Linie ap liegen, alfo zugleich in qe und ap, diefe 
beiden geraden Linien find noth wendig verschieden, da e nicht 
in ap liegt, alfo treffen fie Heb nur in einem Punkte, d. h. 
die gerade Linie ap enthält ausser dem Punkte p nur Einen 
Pqnkt, der der obigen Gleichung genügt. Alfo genügt ihr 
nicht jeder Punkt. Somit ist der geometrische Ort für x (nach 
309) eine Kurve zweiter Ordnung, alfo ein Kegelschnitt. Es 
ist nur noch zu zeigen, dass er durch die fünf Punkte a,-*- 
c geht, d. h. dass wenn x mit irgend einem der fünf Punkte 
a*-e zufammenfällt, die Gleichung erfüllt wird. Fd]lt x 
mit a zufammen, fo wird xa = 0, alfo auch das ganze Pro- 
dukt, dasfelbe gilt für x^e, wenn man die Gleichung (nach 
317) in der Form 

[xeDciBax]=0 [104] 

schreibt. Wird x^c, fo wird [ca(cd)] ^ [cad]c, und dies 
ist wieder ^c, da [cad] eine von Null verschiedene Zahl 
ist, alfo ist 

[ca(cd)(ab • de)(bc)ec] ^ [c(ab • de)(bc)ce] 

= [(ab-de)c(bc)ce] [314] 

= [(ab.de)(bc)cce] [123] 

^ [(ab-debc][cce], da [(ab*de)bc] von 

nuUter Stufe, d. h. eine Zahl ist. Hier ist [cce] (nach 60) 
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= 0, airo auch das ganze Produkt null. Wird x^ d, fo wird 
fdacd] = [da. de] (No. 314) = [dacjd (No. 104) = d. Somit 
wird dann 

[da(cd)(ab'. de)(bc)ed] ss [d(ab • de)Cbc)ed] 

= [ab(de)d(bc)ed] [314] 

= [abd(de)(bc)ed] [123] 

= [abd][(de)(bc)(de)] , [40] 

weil [abd] eine Zahl ist. Aber [de'bc'de] ist null (nach 295), 
alfo das ganze Produkt =0. Wird x^b, fo ergiebt fich 
auf gleiche Weife aus der umgekehrten Gleichungsförm , dass 
der Gleichung genügt wird. Somit find alle fünf Punkte a* • «e 
Punkte des Kegelschnittes. 

324. Wenn A, B, C drei gerade Linien im Räume 
find, von denen keine zwei fich schneiden, fo ist 

[x ABCx] = 
die Gleichung derjenigen Fläche zweiter Ordnung, auf wel- 
cher die drei geraden Linien A, B, C liegen. 

Beweis. Die Summe der Stufenzahlen ist 8, aKo durch 
4 theilbar, alfo das Produkt als stereometrisches von nullter 
Stufe. Nicht jeder Punkt x genügt ihr. Denn legt man durch 
die gerade Linie A eine Ebene a, und ninimt an, der Punkt 
X liegt in diefer Ebene, aber ausserhalb A, fo ist [xA]^a, 
alfo [xABC]^ [aBC], und zwar von Null verschieden (nach 
322). Es ist aber dB ein Punkt und [aßC] die durch diefen 
Punkt und die gerade Linie C gelegte Ebene. .Die Gleichung 

[aBCx] = 
fagt aus, dass der Punkt x in diefer Ebene liegen muss, er 
liegt aber nach dpr Annahme auch in der Ebene a, alfo in 
beiden zugleich. Beide Ebenen fallen aber nicht zufammen, 
da fönst A und C in diefer Ebene liegen, alfo fich schneiden 
müssten gegen die Annahme. Alfo muss x dann in der Durch- 
schnittskante beider Ebenen liegen, um der Gleichung zu ge- 
nügen. Somit genügt ihr nicht jeder Punkt. Da nun das 
obige Produkt von nullter Stufe ist, x zweimal als Faktor 
enthält, und nicht durch jeden Punkt x erfüllt wird, fo ist 
(nach 311) der Ort von x eine Oberfläche zweiter Ordnung. 
In ihr liegen A und C, denn wenn x in A liegt, fo wird 



[xA] = 0, airo das Produkt null, ebenb wenn x tn C liegt. 

Liegt endlich x in B, Co hat mau 

[xABCx] s [AxBCx] [314] 

= [ABxCx] [123] 

= [AB][xCx], da [AB] von nullter Stufe 

ist; endlich xCx (nach 60) null, alfo das Produkt gleich null, 

d. h. jeder Punkt x, der in C liegt, genügt der Gleichung. 

Anm. Für den umgekehrten Satz, dass jede algebraische Kurve 
der Ebene fich in Form eines gleich null gefetzten planimetrischen 
Produktes darstellen lasst, kommt es darauf an, jede algebraische 
Funktion der Koordinaten eines Punktes in Form eines planimetrischen 
Produktes darzustellen. Diefe Aufgabe wird gelöst fein, wenn bei 
irgend einer Methode, die Zahlen räumlieh darzustellen, fo wohl das 
Produkt als auch die Summe zweier räumlich dargestellter Zahlen 
durch ein planimetrisches Produkt dargestellt werden können. Das 
Entsprechende gilt für die algebraischen Oberflächen. Für den ersten 
Fall wollen wir die Entwickelung fo weit fähren, dass aus jeder 
gegebenen algebraischen Gleichung fogleich die entsprechende plani- 
metrische abgelefen werden kann. 

325. Es fei c ein einfacher Punkt, a und b feien zwei 
nicht parallele Strecken, und x ein beliebiger einfacher Punkt 
der Ebene cab , und zwar fei x = Xia -{- X2b -f c. Es fei d 
= a + b -f c (d. h. d fei in einem Parallelogramme, dessen 
eine Ecke c ist, und dessen von diefer Ecke ausgehende Seiten 
mit a und b gleich lang und gleichgerichtet find, die der Ecke c 
gegenüberliegende Ecke}. Wenn dann (x^) und (X2) diejenigen 
Punkte der Diagonale cd find, für welche die Gleichungen 

[c(xi)] : [cd] = Xi, [c(x3)] : [cd] =;= Xj 
gelten, fo ist 

(xO = [xbC], (xO = [xaC] und [(xi)b]=[xb], [(x2>a]=xa, 
wo der Kürze wegen [cd] mit C bezeichnet ist. 

Beweis. Nach 221 ist, da die Punkte c, (xi), d in 
gerader Linie liegen, und c(xi) ; cd = Xi : 1 fich verhält, 

(xi) — c = Xi(d — c) = Xi(a + b), . 
da (nach Hyp.) d = a + b + e war, alfo 

(xi) = Xia -f- Xib + c, folglich 

[(xi)b] = [(x^a + c)b] [67] 

und [xb] = [(xia + xjb + c)b] [Hyp.] 

= [txia + c)b] [67]. 

Folglich [(xi)b] = [xb]. 
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Hier ist [xb] eine gerade Linie , welche durch x mit b 
parallel gezogen ist; in dierer Linie liegt nach der letzten 
Gleichung der Punkt (x^); es liegt derfelbe aber nach der 
Yorausretzung auch in der Geraden cd oder C, alfo im Durch- 
schnitt beider, folglich ist 
(x,) = [xbC]. 

Aus gleichem Grunde ist [(x2)a] =xa und (xs) ^ [xaC]. 

326. Wenn a, b, c, d diofelbe Bedeutung wie im vorigen 
Satze haben, und p, q zwei beliebige Zahlen Tind und man, 
ahnlich wie im vorigen Satze, unter (p), (q), (pq) diejenigen 
Punkte der geraden Linie cd versteht, fOr welche die Glei- 
chungen 

(a) [c(p)] : [cd] = p, [c(q)] ; [cd] = q, [c(pq)] : [cd] = pq 
gelten, fo ist, wenn der Kürze wegen 

(b) [da]=A, [db] = B, [dc] = C 
gefetzt find, 

(pq) = [(p)aBc((q)b)aC] = [(p)bAc((q)a)bC] 

[(Pq)a] = [(p)aBc((q)b)a] 

[(pq)b] = [(p)bAc((q)a)b]. 
Beweis. Setzt man in die dritte der Gleichungen (a) 
für p und q ihre Werthe aus den beiden ersten, fo erhalt 
man die* Proportion 

[c(pq)] : [c(p)] = [c(q)] : [cd]. 
Aus diefer Proportion und daraus, dass die fünf Punkte 
^9 ^9 Cf}} (q)? (P4) ^^ gerader Linie liegen, folgt fogleich, 
wenn wir den Punkt (pq) der Kürze wegen mit r bezeichnen, 
dass c der Aehnlichkeitspunkt der beiden Punktvereine r, (q) 
und (p), d ist. Zieht man daher über den Grundfeiten r(q^ 
und (p)d die parallelen Dreiecke r(q)e und (p)df, fo ist c 
auch Aehnlichkeitspunkt diefer Dreiecke, folglich liegen die 
entsprechenden Punkte e und f mit c in gerader Linie, wo- 
durch r gefunden werden kann. Nimmt man ins Befondere 
re und (p)f parallel mit a, und (q)e und df parallel mit b, 
fo wird 

f=[(p)a.db] = [(p)aB], 
da [db] = B gefetzt war; ferner 

e^ [fc'(q)b], r ^ [ea-cd] ^ [eaC], 



da [dc]^C gefetsi war, uad endlich 

[ra]s[ea}, 
was Heb alles unmittelbar ergiebt, wenn man die betreffende 
Figur zeichnet. Setzt man in die letzten beiden Gleichungea 
die Werthe aus den beiden ersten ein, To erhält man 

r = [(p)aBc((q)b)aC] 

[ra] = [(p)aBc((q)b)a], 
und fetzt man in der obigen Beweisführung überall b statt a 
und umgekehrt, und A statt B, fo erhfilt man 

r s [(p)bAc((q)a)bC] 

[rb] = [(p)bAc((q)a)b] , 
und dies find , da r = (pq) isf, die zu erweifenden Glej* 
chungen. 

327. Wenn a, b, c, d, A, B, G die Bedeutung haben 
wie im vorigen Satze und p, q, a, b beliebige Zahlen find, 
jedoch mit der Beschränkung, dass a + i von Null verschieden 
fei, wenn ferner 

•^^^ ''- a-f b 
ist, und wie vorher (p), (q), (r) diejenigen Punkte der ge- 
raden Linie [cdj^C find, welche den Gleichungen 

(b) [c(p)] : C = p , [c(q)] : C = q, [c(r)] : C = r 
genügen, fo ist 

(r) = [(p)a((q)bXaa - bb)C]. 
Beweis. Substituirt man in der Gleichung ap-f ^4 = 
(a + b)r statt p, q, r ihre Werlhe aus b, fo erhält man 

(a + b)[c(r)] = a[c(p)] + b[c(q)], 
oder, da alles in derfelben geraden Linie liegt, 

(a + b)((r) — c) = a((p) - c) + b((q) — o [222], 
alfo 

* U + b)(r) = a(p) + Hq), 
d. h. (r} ist der Schwerpunkt zwischen den vielfachen Punkten 

a(p) und b(q}. Zieht man nun von (q) die Parallele mit b, 

und von (p} die Parallele mit a, welche fich in e schneiden, 

und ebenfo von d und c die Parallelen mit b und a^ welche 

fich in f schneiden, fo Tind die Dreiecke dfc und ((i)e(p) 

parallel , und alfo ähnlich , und es ist dann d ^ f == b und 
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f — c = a. Wenn alfo (q) — e = m(d — f) ist, wo m eine 
Zahl bedeutet, fo ist e — (p)==m(f — c), d. h. es ist dann 
(q)— e = mb, e— (p) = ma. Ferner, wenn man zu der 
obigen Gleichung (*) auf beiden Seiten — (a + 6)e hinzufügt, 
fo erhält man 
(a + b)((r) — e) = at(p) — e) + K(q) - e) = — maa + mbb 

= — m(aa — bb). 
Multiplicirt man beide Seiten planimetrisch mit e, fo er- 
hält man (nach 67) 

(a + b)[e(r)] = ^ m[e(aa — bb)] , alfo 

[e(r)] = [e(aa - bb)] [2], 

d. h. (r) liegt in der geradAi Linie [e(aa — bb)] , aber (nach 
der Annahme) auch in der geraden Linie C, alfo im Durch- 
schnilt beider Linien, d. h. 

(r) = [e(aa-bb)C]. 
Nun ist aber nach der angegebenen Konstruktion e der 
Durchschnitt der geraden Linie [(p)a] und [(q}b], alfo e^ 
[(p)a.(q)b], folglich 

(r) = [(p)a((q)b)(aa -bb)C]. 
Anm. Wenn auf die angegebene Weife die Zahlen durch Punkte 
der geraden Linie cd dargestellt find, fo lässt fleh nach den beiden 
vorigen Sätzen fowohl die Summe als auch das Produkt zweier Zahlen, 
alfo auch jede beliebige ganze Funktion von Zahlen durch ein pla- 
nimctrisches Produkt darstellen, welches aus den Punkten a, b, c, 
d und aus den die gegebenen Zahlen darstellenden Punkten zufammen- 
gefetzt ist. Hiermit wäre schon der Satz bewiefen, dass jede algebrai- 
sche Kurve in der Ebene fich durch ein gleich Null gefetztes plani- 
metrisches Produkt darstellen lässt. Doch foll im Folgenden noch 
gezeigt werden , wie man unmittelbar aus der gegebenen algebraisclicn 
Gleichung der Kurve jenes planimetrische Produkt herleiten kann. 

328. Wenn a und b Strecken (ind, c ein einfacher 
Punkt und d = a + b + c, A = [da] , B = [db], C = [de], 
x = Xia + Xjb -\- c ist, fo ist die Gleichung 

f (xi, Xa) = axf x; + bxJfxJ + cx\x\ -4 + fx^x7=^0, 

in welcher die Summe der KoeiBcienten von nnli verschieden 
ist, für alle endlich entfernten Punkte x, gleichbedeutend der 
Gleichung 

[Pc]=^0, 
wo, wenn die Glieder von f(xi, Xs) fo geordnet find, dass 



die Summen a + I^» a + B + tf*** aII® von Null verschie- 
den lind, 

(a) P ^ [LLiaiCaL^aaCaLsBaCa LkSk] 

(b) ai=aa — bb, a2=(a+l&)a— cb, ak=(a-|-b-}-*- +l)a— Ib 

(c) L = [xbgi''Ca3lf-i] 

(d) Li = [xa9«?Cbg««-i], L, = [xaSl',Cb»-^],..- 

Lk = [xa»TCb»^~i] 
ist, und 9t die Reihe der forlschreitendan Faktoren A, c, xa, 
b und 9ti die Reihe der Tortschreitenden Faktoren B, c, xb, a 
bezeichnet, fo dass alfo für jede Linie X, 

(e) [XSR] = [XAc(xa)b] , [X%] = [XBc(xb)a] ist. 
Beweis. Bezeichnen wir, wenn p eine beliebige Zahl 

ist, mit (p) denjenigen Punkt der Linie cd, ffir welchen 

* [c(p)] : [cd] = p 

ist, To erhalten wir (nach 323) 

** [(xi)b] = [xb], [(xOa] = [xa], 

und (nach 324), wenn p eine beliebige Zahl ist, 

[(pxOb] = [(p)bAc((xOa)b] = [(p)bAc(xa)b] [**] 

= [(p)bSR] [e]. 

Tritt zu px2 noch ein Faktor Xj hinzu, To tritt zu (p}b9t 

noch einmal die Faktorreihe 91 hinzu u. f. w., alfo ist 

•** [(px;)-b] = [(p)b3l»]; 

und ebenro erhfilt man, indem man x, und b mit Xi und a, 

alfo fft mit dti vertauscht, 

**** [(px?)a] s [(p)aSR?]. 

Alfo wenn p = Xi ist, alfo [(p)b] ^ [(xjb] ^ [xb] (nach*), 

fo wird 

[(x,xO-b] = [xbSl»]. 

Indem wir diefen Ausdruck mit C multipliciren , erhalten 
wir den Punkt (xjx^), d. h. 
[(xix;)] = [xb9l»C]. 
Führt man daher x^x^ statt p in die Formel *** ein, in- 
dem man zugleich m — 1 statt n fetzt, ^o erhftlt man 

[(xf x;) • a] = [xbJl'^CaSl?^-!] = L f c]. 

Ebenfo findet man 

[(xPx]).a] = [xbgi<iCaSflrM » 
oder, indem man a mit b, alfo auch x^ mit Xj, p mit q, 9i 

mit fRi umwechfelt, 

13* 
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und ebenfo 

[(x',x-)-b] = L, 
[(xIx7).b] = Lk. 
Um nun den Ausdruck für (axf x; + bx^x^) : (a + h) zu 
finden, hat man nur in 325 xfx; und x^xj statt p und q und 
airo L und L^ statt (p)a und (q)b zu Tetzen, und erhflit 
((axf x; + U\x\) : (a + b)) = [LLi(aa -- bb)C] 

= [LL^C] [b]. 

Um ferner den Ausdruck für (ax^^xj + bx^xj + tx\x\) 
: (a + b 4~ c) zu finden j hat man nur in 323 den Ausdruck 
(aixfx; + bxfxj): (a + b) statt p, und x^x^ statt q, und alfo 
L2 statt (q)b und zugleich a + b statt a, und c statt b zu 
fetzen, und erhält 

((axfx; + bxfx? + cx'.x«) : (a + b + c))= [LLiaiCaLja^C], 
da (a + b)a — cb = a2 gefetzt war u. f. f. ; endlich 

((ax»x; + bxPx« + cx'.xj + • • . + fx^x^) : (a+b+c+ •••+») 

^ [LLiaiCaL2a2C LkdkC] 

= [PC] . [a]. 

Alfo 
(f(xi, xj) : (a + b + c + • -0) = [PC]. 
Ist nun f(xi, X2)=0, fo hat man (0)^[PC]. Aber 
(nach *) ist [c(0)] : [cd] = 0, alfo der Dividend [c(0)] gleich 
Jfull , d. h. der Punkt (0) fällt mit c zufammen , fomit erhalten 
wir dann c ^ [PC] , d. h. c ist der Durchschnittspunkt der ge- 
raden Linie P und C ; er liegt alfo auch in P, d. h. (nach 293) 
[Pc] = 0. 
Umgekehrt, wenn diefe letzte Gleichung erfällt wird, fo 
liegt c in P, aber (nach Hypothens) auch in C, alfo ist c^ 
[PC], d. h. der zu der Zahl ffxi, Xj) : (a + b +• • •) gehörige 
Punkt liegt in c, d. h. jene Zahl ist null, alfo ihr Zähler 

f(Xi, X2) = 0. 

329. Wenn alle übrigen Vorausfetzungen des vorigen 
Satzes bestehen bleiben, aber jetzt angenommen wird, dass 
die Summe der Koefficienten (a + b + * " + null fei , fo 
ist die Gleichung 

f(Xi, X2) = 0, 
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gleichbedeutend der Gleichling 

[LLiBiCaLaaaCa Lk-iHk-iLkC] = 0, 

wo die einzelnen Buchstaben diefelbe Bedeutung haben, wie 
im vorigen Satze, und die Glieder in f(xx, Xj) auch hier fo 
geordnet Tind, dass die Summen a + {^» a + f^ + c,*** alle, 
mit Ausnahme der letzten (a + b + c + '^' + Oj von Null 
verschieden find. 

Beweis. Man kann durch Divifion mit dem Koefficienten 
des letzten Gliedes die Gleichung {(x^ X2) = auf die Form 
bringen., dass der Koefficient (f) des letzten Gliedes 1 wird; 
dann ist die Summe der übrigen Koefficienten — 1. Es fei 
das letzte Glied — h und die Summe der übrigen fei g, fo 
ist die Gleichung f(xi, X2) = gleichbedeutend der Gleichung 
g — h==0, oder 

g = h. 
Dann ist nach der Entwickelung des vorigen Satzes 

(g)^ [LLiRiCaLsaiCa- • • -Lk-iak-iC] 

(h)^[LkC]. 
Da nun g = h ist, fo und auch die Punkte (g) und (h) 
kongruent, alfo 

[LLiaiCaLsaaCa- • • -Lk-iak-iC] ^ [LkC]. 
Diefe Kongruenz fagt aus , dass der durch die linke Seite 
dargestellte Punkt in dem Durchschnitte der Linien Lk und 
C liege, alfo namentlich auch in Lk liege, d. h. (nach 293) 

[LLiaiCaLjaaCa- • -Lk-iak-iCLk] = 
fei. Hier kann man (nach 315) auch die beiden letzten Fak- 
toren vertauschen , wodurch die zu erweifende Gleichung her- 
vorgeht; umgekehrt folgt aus diefer letzten Gleichung wieder 
g = h, alfo f(Xi, Xa) = 0. 

A n m. Es ist leicht zu erfehen , dass man in den vorhergehenden 
Sätzen , statt a und b als Strecken und c als einfachen Punkt anzu- 
nehmen, auch allgemeiner a, b und c als drei beliebige, niclit in 
Einer geraden Linie liegende Punkte hätte annehmen können, wo- 
bei dann die Bedingung, dass x ein endlich entfernter Punkt fein 
füllte, erfetzt wird durch die andere, dass x nicht in der geraden 
Linie ab liege. Der Grund fUr die Zulässigkeit diefer Verallgemeine- 
rung liegt darin, dass (nach 110) die Gefetze der auf ein Hauptgebiet 
bezüglichen Multiplikation alle unverändert bestehen bleiben, wenn 
man statt der ursprünglichen Einheiten a, b, c drei andere aus ihnen 



204 €— 

namerisch ableitbare wählt, wobei die dort aiiij|efilhrte Bedingung, 
dass das kombinatoriscbe Produkt jener fowohl als diefer Einheiten 
1 fei , hier, wo es nur auf die Kongruenz ankommt, wegfällt. Betrachtet 
man die Formen der Gleichungen in 328, fo zeigt fich leicht, dass 
die planimetrische Gleichung [Pc] = in Bezug auf x vom fo viclten 
Grade ist, als die Summe aller Exponenten in der algebraischen 
Gleichung f^=0 beträgt-, denn die Faktorenreihen fft enthielten den 
Funkt X nur je einmal, und die Grössen L waren dah» mit den Glie- 
dern der Funktion f nach der Reihe von gleichem Grade. Das Pro- 
dukt [Pc] , welches jede diefer Grössen L einmal als Faktor enthält, 
und ausserdem nur konstante Faktoren, ist daher in Bezug auf x 
vom fo vielten Grade, als die Summe der Gradzahlen aller Glieder 
von f beträgt, alfo, fobald f mehr als ein variables Glied enthält, 
von höherem Grade als t Es fei n der Grad der Funktion f, und 
n +p der Grad des Produktes [Pc]. Da nun die Gleichungen [Pc] =0 
und f=0 (nach 328) für alle Punkte x, die nicht in der (unendlich 
entfernten) Geraden ab liegen, ganz gleichbedeutend find, fo kann 
die Dififerenz des Grades nur darin liegen , dass die Gleichung [Pc] = 
noch p Linien darstellt, welche in ab fallen. Uny diefe Verhältnisse 
genauer zu überschauen, führe ich statt x den Punkt y ein, und 
fetze y = ua + vb -|- WC, wo u, v, w Zahlen find, und fetze die ur- 

u V 

apränglichen Koordinaten von x beziehlich gleich — und — . Dann 

wird y = xw, alfo y^x, falls nicht w null ist. IMefer Fadl', wo w 

= ist, ist aber derfelbe, wo y = ua -f- '^b , d, h. y ein Paukt der 
Linie ab ist, alfo derfelbe, welcher in 328 ausgeschlossen war. In 
allen dort zugelassenen Fällen wird alfo das Produkt, welches aus 
[Pc] hervorgeht, indem man hierin y statt x fetzt, und welches ich 
mit Q bezeichnen will, mit [Pc] kongruent (nach 313). MuUiplicirt 
man die Funktion n-ten Grades f mit w, fo geht aus f , da die darin 

u V 

enthaltenen Variabein — und — waren, eine homogene Funktion 

n-ten Grades hervor, welche ich mit F bezeichnen will, und welche 
für diefclben Fälle null wird, für welche f null wurde. Alfo ist für 
den Fall, dass y nicht in ab liegt, d. h. w nicht null ist, die Glei- 
chung Q = gleichbedeutend mit der Gleichung F=:0. Da aber die 
crstere vom n + p-ten , die letztere vom n-ten Grade ist , fo muss die 
Gleichung Q = in allen Fällen der Gleichung wP F = gleichbedeu- 
tend fein, alfo 

Q^wPF^[aby]PF, 
letzteres, weil aus y = ua -j- vb -f- wc folgt w ^ [aby].- Es muss alfo 
Q durch [aby]P theilbar fein. Es käme daher darauf an , das 
planimetrische Produkt Q in ein kongruentes Produkt zu ver- 
wandeln, welches von diefen Faktoren [aby] befreit fei. Allein 
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da diefe Reduktion, wenn fie übeiiiaiipt aasffihrbar ist, in der 
Regel auf grosse Schwierigkeiten stösst, fo ist es zweckmässig, 
zuerst die algebraische Gleichung durch Veränderung des Koordinaten« 
fystemes To umzugestalten, dass fie möglichst wenig variable Glieder 
enthält , ehe man zur Ableitung der planimetrischen Formel schreitet. 
So z. Bw lässi fich.die Gleichung dritten Grades auf die Form pqr 
= m8* bringen, wo p, q, r, s lineare Funktionen der Koordinaten 
find, und m eine konstante Zahl bezeichnet. Verlegt man dann durch 
Projektion die gerade Linie , deren Gleichung s = ist , ins Unendliche, 
fo wird die Gleichung 

pqr = m, 
w^die nach den obigen Regein umgewandelt, eine geometrische Glei- 
chung dritten Grades liefert von der Form 

[xaBc(xb)aCdEfx]=0, 
und welche bei jeder Projektion bestehen bleibt, alfo auch, wenn man 
der ins Unendliche verlegten Linie durch Projektion wieder die ur- 
sprüngliche Lage^giebt. Es hat keine Schwierigkeit, die hier entwickel- 
ten Principien auch auf die Oberflächen im Räume zu Übertragen; 
doch mnss ich, um hier nicht zu weitläuftig zu werden, auf meine 
Abhandlungen in Crelle's Journal, namentlich auf Band 49, pag. 1 
u, f. verweif en. 

§. 7. Innere Hnltiplikation in der Geometrie. 

330. Erklärung. Für die innere Multiplikation nehme 
ich als ursprüngliche Einheiten im Räume stets drei zu ein- 
ander fenkrcchte und gleich lange Strecken (e^, ej, e«), in 
der Ebene deren zwei (ßi und ea) an, und zwar nehme ich 
die Längen diefer Strecken als Einheit der Längen an, und 
[eiOses] und in der Ebene [eie2] als Einheit der Körper- oder 
Flächenräume. 

Anm. Hierdurch find alfo alle von dem Begriffe der inneren 
Multiplikation abhängigen Erklärungen und Sätze (No. 137-215) auch 
auf die Geometrie übertragen. 

331. Für die Ebene fällt der Begriff der Länge mit 
dem des numerischen Werthes, der Begriff des Senkrechten 
mit dem des Normalen, und der Begriff der Drehung um den 
Winkel a mit dem der circulären Aonderung um den Winkel 
a zufammen, wobei der Winkel als poiitiv anzunehmen ist, 
wenn fem zweiter Schenkel vom ersten aus nach derrelbgn 
Seite liegt, wie die zweite Einheit (oj) von der ersten (ei) 
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Beweis 1. Alle im Satze genannten analytischen Begriffe 
(normal, numerischer Werth, circulftre Aenderung) find (in 
151 — 154} an den Begriff des inneren Produktes ^ und diefer 
wiederum (nach 137) an den der Ergänzung (89 und 90). 
Die Ergänzung von a war mit |a bezeichnet. Ich zeige daher 
zuerst, dass wenn a = Xiei -f* X2e2 eine beliebige Strecke der 
Ebene ist, dann |a gegen a fenkrecht und mit a gleich lang 
ist, und von a aus nach derrelben Seite liegt, wie e^ von e^. 
Es fei AB mit x^Oi gleich lang und gleichgerichtet, BC mit 
X2ea, AD mit x^fei, und DE mit Xslcj. Nach 89 ist [e^sea, 
und Ica = — Oi , alfo AD = XjOa , DE = — X2ei. Da nun 
(nach 330) Ci und Cj gleich lang lind, fo ist auch x^ej mit 
XxCi gleich lang, d. h. AD mit AB, und ebenfo — X2ei mit 
XaCj gleich lang, d. h. DE mit BC. Da ferner (nach 330) 
Bi zu Ci fenkrecht ist, fo ist auch x^e^ zu XiO^ fenkrecht und 
XaOi zu X|e2, d. h. BG zu AB und DE zu AD, folglich find 
die Dreiecke ABC und ADE kongruent (durch 2 Seiten und 
den eingeschlossenen Winkel), alfo AC gleich lang mit AE. 
Ferner liegt aber auch Ca von Ci aus nach derfelben Seite, 
wie — Ol von Ca aus, alfo auch BC von AB aus nach derfelben 
Seite, wie DE von AD aus, d. h. di^ Winkel BAC und DAE 
find auch dem Zeichen nach gleich. Nun ist ^CAE = ^CAD 
+ DAE = ^CAD + BAC (wie oben gezeigt) = ^BAD, d. h. 
AE steht fenkrecht auf AC, und zwar nach derfelben Seite 
hin, wie AD von AB aus, alfo auch wie Cj von Ci aus. Es 
ist aber (nach 220) AG mit x^Oi + X2C2, d. h. mit a gleich 
lang und gleichgerichtet, und AE mit Xi|ei + Xjlea, d. h. mit 
|a (nach 101). Alfo ist {a mit a gleich lang, und steht auf 
a fenkrecht nach derfelben Seite hin wie e^ auf Ci. 

2. Numerischer Werth von a ist (nach 151) die pofitive 
Quadratwurzel aus [a|a], wobei (nach 89) das Produkt [e^ea] 
als Einheit gefetzt ist. Nun ist [a|a] (nach 254) einem Paral- 
lelogramme gleich (auch dem Zeichen nach), dessjsn erste 
Seite mit a, und dessen zweite mit |a gleich lang und gleich- 
gerichtet ist; dies Parallelogramm ist (nach Beweis 1) ein 
Quadrat, welches dem (nach 330) als Einheit angenomitienen 
Quadrate [eiOj] gleichbezeichnet ist, ist nun die Länge von 
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a (% ds Llügeneinheit genommen) gleich a, to ist der Inhalt 
des Quadrates übera gleich a^, und die pofitive Quadratwurzel 

daraus a, d. h. FC^Ia] =«9 d. h. der numeriche Werth gleich 
der Lftnge. 

3. Nach 152 heissen zwei Strecken a und b normal zu 
einander, wenn [a|b] = ist, d. h. (nach 254) wenn a mit 
|b parallel ist; nun ist (nach Beweis 1) |b fenkrecht auf b, 
alfo auch das mit |b parallele a fenkrecht auf b; ebenfo folgt 
umgekehrt, dass wenn a auf b Tenkrecht ist, a mit |b parallel 
ist, alfo [a|b] gleich null, alfo a zu b normal ist. Der Begriff 
des Senkrechten fftlit alfo (in der Ebene) mit dem des Nor- 
malen zufammen. 

4. Wenn a und b einander numerisch gleich und zu ein- 
ander normal find, und Hch a in a' = acos.a + blin.a, und 
b in b' = bcos.a— ailn.a verwandelt hat, fo hiess das (nach 
154), der Verein der Strecken a und b habe fich von a nach 
b hin circulär um .den Winkel a geftndert. Es fei AF mit a 
und A6 mit b gleich lang und gleichgeriditet, alfo, da a und 
b einander numerisch gleich und zu einander normal find, (b 
ist (nach Beweis 1) AG mit AF gleich lang und auf AF fenk- 
recht; man trage an AF und an A6 nach derfelben Seite hin 
den Winkel a an, und mache die zweiten Schenkel AC und 
AE gleich lang mit AF ; fälle von C das Loth CB auf AF 
und von E das Loth ED auf AG, fo ist AB mit acos.a, BC 
mit bfin.a, AD mit bcos.a, DE mit — afln.a gleich lang 
und gleichgerichtet, alfo (nach 220) AC mit acos.a -f bfm.a, 
d. h. mit a', und AE mit bcos.a — afln.a, d. h. mit b' gleich 
lang und gleichgerichtet; a' und b' gehen aber nach der Kon- 
struktion aus a und b durch Drehung um den Winkel a h^- 
vor; folglich fällt der Begriff der Drehung um den Winkel a 
mit dem der circulären Aenderung um diefen Winkel zu- 
fammen. 

A n m. Diefelbe Schlussreihe ist alfo für jede Ebene anwendbar, 
in welcher zwei Strecken a und b enthalten find, für welche diefelben 
Vorausfetzungen gemacht find, wie f är ej und e^. 

332. Das Normalfystem im Räume ist identisch mit dem 
Verein von drei gegeneinander fenkrechten und gleich langen 



Strecken, und zwar ist die Länge diercr Strecken gleidi dem 
numerischen Werthe des Normalfystems. 

Beweis 1. Das System der ursprünglichen Einheiten 
e|, 629 Cs bildet (nach 162) ein einfaches Normaltystem, und 
Cf9 C), Cs flnd (nach 330) auf einander fenkrecht und von 
der LSnge der Einheit. Jedes andere einfache Normalfystem 
von drei Strecken lässt fich (nach 161) aus jenem Noramlfy- 
stem durch circuläre Aenderung ableiten. Hat man nun ein 
einfaches Normalfystem a, b, c, in welchem a, b, c aufein- 
ander fenkrecht und von der Länge eins find, fo besteht die 
circuläre Aenderung darin, dass irgend zwei derfelben, z. B. 
a und b fich um einen in der Ebene ab liegenden Winkel a 
ändern; nun haben wir in 331 (vergl. Anm.) gezeigt, dass 
die dadurch hervorgehenden Strecken a' und b' wieder auf 
einander fenkrecht stehen , und die Länge 1 haben ; aber auch 
c steht auf ihnen fenkrecht, denn da nach der Annahme c 
auf a und b fenkrecht steht, fo steht c auch auf alten Linien 
der Ebene ab, alfo auch auf a' und b' fenkrecht; d. h. aus 
einem Normalfystem, dessen drei Strecken auf einander fenk- 
recht stehen, und von der Länge der Einheit find, geht durch 
einfache circuläre Aenderung wieder ein Normelfystem von 
derfelben Art hervor, alfo auch durch wiederholte circuläre 
Aenderung. Alfo geht namentlich aus dem Normalfystem e^, 
0), Os durch beliebig circuläre Aenderung stets ein Verein 
von drei Strecken hervor, welche aufeinander fenkrecht, und 
von der Länge der Einheit find, d. h. jedes einfache Normal- 
fystem besteht aus folchen drei Strecken. 

2. Umgekehrt ist zu zeigen, dass wenn a, b, c irgend 
drei zu einander fenkrechte Strecken von der Länge 1 find, 
fie ein Normalfystem bilden. Nach 160 kann man stets ein 
einfaches Normalfystem von drei Strecken finden, dessen eine 
die Richtung von c hat, dann muss (nach Beweis 1) die Länge 
1 fein, und alfo die Strecke, welche die Richtung von c hat, 
auch mit c gleich lang, alfo überhaupt gleich fein, die beiden 
andern mögen ar und b^ fein, fo ist (nach Beweis 1) c fenk- 
recht auf a' und b', aber auch (nach Annahme) auf a und b, 
alfo liegen a', b', a, b in Einer Ebene. Alfo kann man wiederum 
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(nach 160) ein einfaches Normairystem aus zwei Strecken 

diefer Ebene flnden, von denen die eine Strecke gleich b ist^ 

die andere fei a", fo ist a", da es in der Ebene ab liegt, 

fenkreckt auf c, aber (nach Beweis 1) auch fenkrecht auf b 

und von der Länge 1 , alfo ist a'^ fenkrecht auf der Ebene bc, 

aber auch a fenkrecht darauf und von der Länge 1 , alfo ist 

a" entweder =a, oder = — a, da nun a", b, c ein einfaches 

Normalfystem bilden, fo bilden in beiden Fällen auch a, b, c 

ein folches. 

3. Hat man nun ein beliebiges Normalfystem a, b, c von 

a b c 
dem numerischen Werth n, fo bilden — , — , — ein einfa- 

n ' n ' n 

ches Normalfyslem, find alfo (nach Beweis 1) zu einander 

fenkrecht und von der Länge 1, alfo find a, b, c auch zu 

einander fenkrecht und von der Länge n; und ebenfo folgt 

umgekehrt, dass wenn a, b, c zu einander fenkrecht und 

von der Länge n find, dann — , — , — ein einfaches Nor- 

* ' n n ' n 

malfystem, und a, b, c ein Normalfystem von der Länge 

n bilden. 

333. Auch für den Raum föllt der Begriff der Länge 
mit dem des numerischen Werthes, und der des Senkrechten 
mit dem des Normalen zufammen. 

Beweis in 332. 

334. Der numerische Werth eines Produktes P zweier 
Strecken p und q ist gleich dem Flächeninhalte des Parallelo- 
gramms, in welchem zwei aneinanderstossende Seiten jenen 
Strecken parallel find, vorausgefetzt, dass diefer Inhalt pofitiv, 
und das Quadrat der Längeneinheit als Flächeneinheit ange- 
nommen wij'd. 

Beweis. Es fei ein einfaches Normalfystem dreier 
Strecken a, b, c angenommen, von der Art, dass a und b 
derfelben Ebene parallel find, welcher p und q parallel Tind, 
und dass [abc] = -f 1 ist, fo find (nach 230) p und q aus a 
und b numerisch ableitbar, alfo auch (nach 36) P = [pq] aus 
[ab], und fei P = a[ab]. Nun ist der numerische Werth von 

P (nach 151) = 1/[P1P] =ay[iib{äb]; aber (nach 137) ist |[ab] 

14 
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ti=5c, alfo y\^\T] = a[abc] = a. Da aberP=2a[ab] ist, und 
[ab] Quadrat der Längeneinheit, alfo als Plöcbeneinheit zn fetzen 
ist, fo ist der Inhalt von P, d. h. der Inhalt des Parallelo- 
gramms, dessen erste Seite p, und dessen zweite q ist, gleich 
a, d. h. gleich dem numerischen Werthe von P. 

335. Die Ergänzung einer Strecke ist diejenige FlSche, 
deren Ebene auf jener Strecke fenkrecht, deren numerischer 
Werth gleich dem jener Strecke, und deren pofitiver Sinn fo 
bestimmt ist, dass das äussere Produkt der Strecke und Fläche 
pofltiv ist. 

Beweis. Es fei aa die Strecke, und fei der nttm^ische 
Werth von a gleich 1, alfo der von aa gleich a, und fei ein 
Normalfystem a, b, c angenommen, und zwar von der Art, 
dass [abc] = + 1 ist, fo ist (nach 167) |a = [bc], alfo (nach 
90) |aa = a[bc] , aber a[bc] ist eine Fläche von der im Satze 
angegebenen Beschaifenheit. 

336. Wenn A die Ergänzung von einer Strecke a ist, 
fo ist auch a die Ergänzung von A, oder 

||a = a. 
Beweis. Nach 92 ist ||A = (— 1)mA, wo p die Stufen- 
zahl von A, und t[ die der Ergänzung ist. In unferm Falle 
find diefe Stufenzahlen 1 und 2, alfo 
||a = (-l)^a = a. 

Anm. Der Satz gilt nicht in entsprechender Weife für die Pla- 
«ixnetrie , wo xiicbt mehr als zwei zu einander fenkrechte Strecken an- 
genommen werden können. Yielmelir ist in der Planimetrie ||a=s — a. 

337. Wenn a und b Strecken find, fo ist ^ab gleich 
dem Winkel, dessen Schenkel mit a und b gleichgerichtet 
hnd, und wenn A und B Flächen (Streckenprodukte) find, 
fo ist ^AB gleich dem Neigungs- Winkel, den zwei mit Jonen 
Flächen parallele und gleichbezeichnete Ebenen mit eionnder 
bilden, vorpsgefetzt, dass die Winkel stets pofitiv (zwiscKen 
und 7t liegend) angenommen werden. 

Anm. Wenn man im zweiten Falle A und B in Form von Recht- 
ecken darstellt, deren erste Seite diefelbe ist, fo ist der Winkel, den 
die zweiten Seiten diefer Rechtecke cinschliessen , der Neigungswin- 
kel, den die mit A und B parallelen und gleichbezeicbneten Ebenen 
tnit einander büden. . 



' Beweis 1. Der Winkel ist von den nttmerischen Wer«- 
then der den Winkel bildenden Grössen unabhängig , wir kön- 
nen daher die numerischen Werthe von a, b, A, B gleich 1 
fetzen, in dierem Falle ist (nach 195] 

CQS.'^ab==[a|b]y cos.^AB = [A|B]. 
Ferner geht dann, wenn der Winkel von a naeh b hin gleich 
a ist (nach 154, 331) b aus a durch circuläre Aenderung um 
den Winkel a hervor, d. h. es ist, wenn a' in der Ebene ab 
gegen a fenkrecht ist, und nach der Seite von b hin liegt, 

b = acos.a -f- a'fin.a, 
airo 

[a|b]=[a|(a cos. a +a' fin. a)]=[a|a] cos. a+ [afal (in. a, 
aber da a' gegen a normal ist, fo ist [a|a'] = 0, und da der 
numerische Werth von a gleich Eins ist, fo wird der zuletzt 
gefundene Ausdruck 

, =3 cos. a, 
Alfo cos '^ab^Tscos.a. Nun liegt (nach 195) ^ab zwischen 
und 7t f aber nach Vorausfetzung auch a, alfo ^ab^^o. 

2. Es feien A und B beziehlich die Ergänzungen von 
a und b, alfo Ac^Ja, und B3=r:|b, fo find (naeh 335) a 
und b beziebUch auf A und B' fenkrecht und nach derfelben 
Seite hin liegend, alfo ist der Neigungswinkel a zwJsohen A 
und B gleich dem Winkel zwischen a und b, d. h. (nach Be- 
weis 1) cos. a=a COS. ^ab = [8|b] = |[a|b] (nach 89), da [a|b] 
(nach 141) eine Zahl ist; aber |[a|b] = [{a||b] (nach 99), und 
dies wieder (nach der Annahme) = [A|B] =cos. ^AB; alfo 
cos.a = cQS, ^AB. 

An m. Der Begriff des Kormalen lässt rieh. zwar auf Grössen jeder 
Art, alfo auch auf Punkte anwenden. Kamen tlich muss man, um alle 
Grössen im Räume ableiten zu können, ausser den drei zu einander 
renkrechten Strecken von der Länge 1 , die wir als ursprüngliche Ein- 
heiten fetzten, noch einen vierten endlich entfernten Punkt als vierte 
Einheit annehmen. So würde man zu vier unsprünglichen Einheiten 
a, b, e, d gelangen, von denen etwa die drei letzten drei zu ein- 
ander fenkrechte Strecken von der Länge 1 und, und die erste ein 
einfacher Punkt ist. Auf diefen Verein würde man den Btegtiif des 
Normalen anwenden können. Kimmt man statt dessen* Mnen andern ' 
Verein a', b, c, d, worin a' einen von a verschiedenen einfich^B 
Pankt bieseioWt, als d»s System . der urapriipigl^ih^n Einheiten an, 
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fo louobtet ein ) diss b usd a' \ diefelfae firgtosung . [bed] kaben , da 
Coach 268) Jabcd] ^ [a'bcd] ist, und ebeofo:, daa» [a'b] imd [ab] die- 
reibe Ergänzung c , und [a'bc] und [abc] diefclbe Ergänzung d haben, 
und überhaupt , dass die Ergänzung von Punkten , Linientheilen, Flä- 
chentheilen unabhängig ist von der Lage des als ursprüngliche Einheit 
angenommenen Punktes. Hingegen ist dies nicht meht der Fall bei 
der Ergänzung von Strecken oder Streckenprodukten. So z. B« würde 
die Ergänzung von [bcd] bei der ersten Annahme gleich^ — a, bei der 
zweiten gleich — a' fein. Und fo würde alfo der Begriff der Ergän- 
zung von Strecken und Streckenprodukten keinen von der Lage der 
tirsprünglichen Einheiten unabhängigen Sinn mehr haben. Da bei der 
normalen Zurückleitung (164) auf Punkte, Linien und Ebenen nur 
die erste Art der Ergänzung hervortritt , fo können wir diefe Zurüde- 
leitung unmittelbar auf die Geometrie übertragen. Sie liefert hier, 
wie oben (164) angedeutet wurde, die fenkrechte Projektion , was ich 
iüer jedoch nicht weiter darlegen will. Ueberhaupt werde ich den 
Begriff der Ergänzung nur in dem im Texte gegebenen Sinne anwenden. 

338. Die Formel 

(a + b)* = a' + 2[a|b]+ b*=a2+2a/?cos. ^ab + /?2^ 
wo a und j? die Längen von a und b Hnd, stellt die Erwei- 
terung des pythagoreischen Satzes dar, nfimlich: das Quadrat 
der Grundfeite eines Dreiecks ist gleich der Summe der Qua- 
drate der Schenkelreiten und des doppelten Produktes der 
Schenkelreiten in den cos. des Aussenwinkels an der Spitze. 

339. Die Formel 

=a* + b* + c* + 2[b|c] + 2[c|a] + 2[a;b] 
= a* + jS^ -f y^ + 2/?y cos. ^bc 

+ 2ya cos. ^ ca -f 2a/? cos. ^ ab , 

wo a, /?> y die Längen der Strecken a, b, c flnd, stellt die 

Erweiterung jenes Satzes für den Raum dar. 

340. Die Formel 

(A + B + Cy 

=A' +B* + C-» + 2[ß|C] + 2[C|A] + 2[A1B] 
== a» + /?* + y^ + 2/?y COS. ^BC 

+ 2yacos.^CA + 2ct/?cos.^AB, 
wo a, /?, y die Flächeninhalte der Flächenräume A, B, C 
und ^BC u. r. w. die Neigungswinkel ihrer Ebenen find, 
stein den Satz dar: 

Das Quadrat der Grundfläche eines Tetraeders ist gleich 
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der Samme der Qnadrale der Seitenflftcben , vemniiiderl am 

die doppelten Produkte je zweier diefer Seitonflftchen in den 
cofinus des von ihnen eingeschlossenen Neigungswinkels. 

Beweis. Sind a, b, c die von der Spitze nach den 
Ecken der Grundreite führenden Kanten ihrer Linge und Rich- 
tung nach, fo find a — - b, b — c, c — a die Kanten der Grund- 
fläche. Die Grundfläche ist alfo (nach 254) = K«-^Xb— c)] ^ 

während die Seitenflächen == '^j LJ^ L_ find. Bezeich^ 
nen wir die letzteren beziehlich mit A, B, C, und die Grundfläche 
[(a — bXb >- c)] ^.^ jj^ ^^j bedenken, dass [(a — bXb - c)] 

= [ab] — [ac] — [bb] + [bc] = [ab] + [ca] + [bc] ist, fo bi- 
ben wir 

D = A + B + C, 
alfo 

D^==(A + B + C)* 

=r A' + B^ + 0* + 2[BiC] + 2[C|A] +«[A|B!| 
= «* + ß'^ + r* + 2/9/ COS. -^BC 

-f- 2ya COS. ^CA + 2a/? cos. ^ AB. 
Aber ^BC ist der Winkel zwischen den Ebenen [ca] und 
[ab], d. h. zwischen — [ac] und [ab]. Der Winkel zwischen 
[ac] und [ab] ist aber der von den entsprechenden Seitenflä- 
chen des Tetraeders eingeschlossene, und alfo der Winkel 
zwischen — [ac] und [ab], d. h. ^BC, dessen Nebenwinkel, 

und dasfelbe gilt für die Winkel ^CA und ^AB. ^ . 

Arno. Man fieht aufl diefer Darstellung, wie fich die Auflöfung 
des Tetraeders vermöge der Beziehung, dass eine Seitenfläche desfel- 
ben fich als geometrische Summe der äbrigen darstellen lässt, auf 
eine einfache Weife aus unfrer Analyfe ergeben muss. Und da wie- 
derum das sphärische Dreieck oder die dreikantige Ecke ßch auf ein 
Tetraeder Kurftckführen läset, in welchem drei Kanten Radien 'd^ 
Kugel find, fo zeigt fich, wie auch- die sphärische TrigonoiMtriei flcii 
eng daran anschliesst. Ich bemerke hier noch,, dasa alle Formeln 
der sphärischen Trigonometrie fymmctrischer werden, wenn man, wie 
schon oben geschehen ist, statt der Neigungswinkel der FläcHen ihre 
Aussenwinkel fetzt. Dies zeigt fich befonders darin, dass dann* die 
Winkel der Polarecke gleich den Seiten der ursprttnglichen Ecke 
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werde») Und umgekehrt) ^ad dalier d«nii aUg» Fformel» 4«p «pbKri- 

sehen TrigODOmetrie umnittelbar ihre Geltung behalten., wenn man 
Winkel und Seiten vertauscht. .Es ergiebt Tich unmittelbar,. dass wenn 
a, b, c Strecken find, die den Kanten einer Ecke gleichgerichtet find, 
4aiin die Ergftn^nngen jener Strecken, d. h* die Flächenrännae |a, |b, 
|0 den Ebenen derPolareoke parallel Tind. Die weitere Entwickehing 
diefer Ideen muas ich jedoch, um nicht zu weit' von dem Ziele abzu- 
achweifen, dem Lefer überlassen. 

341* Aufgabe. Die Vielfachenfumme der Quadrate 
der Abstände eines variablen Punktes x von mehreren festen 
Punkten a, b,**-* in einfachster Form auszudrücken, wenn 
die Koefficienten a, ß,^" jener Vielfachenfumme gegeben fin4. 

Auflöfung. Es foll demnach ein Ausdruck 

S = a(x-a)' +i9(x — b>* +•- 
im einfachster Form dargestellt werden. Da x, a, b,**« 
Punkte find, und für fie das innere Produkt keine einfache 
Bedeutung. mehr hat, fo nehmen wir einen beliebigen einfa- 
chen Punkt s zu Hülfe, und fetzen 

X — a = x — s-j-s — a, x — b = x — s-f-s — b, 
11. f. w., wo x — s, s — a, s — b,- • • Sirecken find, fo wird 

S = a(x — s -f- s — a)' 4- ^(x — s + s — by H . 

Da nun (x — s + s — a)^ = (x — sy + 2[(x — s)](s -t- a)] 
+ (s — a]' ist (naeh 338) , fo erhalten wir 

S = (a + /?+--0(x — sy + 2[(x — s) Xa(s — a) 

+ /»(s- h) +-)] + a(s - ay + ß(s--by, 
loder il^enn wir 

ft 4" /^ "f" • • ^'^ ^ 
fetzen 

S = (r(x — s)' + 2[(x -- s)|(<w — aa - ßb )] 

+ a(s — a)' + ßis — b)* H . 

Nun können wir zwei Fälle unterscheiden, je nachdem er null 
ist oder nicht. N^men wir zuerst letzteres an, fo können 
wir 3 fo wählen, dass das zweite Glied null wird, wae da- 
durch erreicht wird, dass wir 

(TS = aa + /W) + • • ., d. h. s ^ aa -j- /?b + • • • 
fetzen, d. h. (nach 222) s im Schwerpunkt des Punktfystems 
o«, /3b, u. f. w. annehmen. Dann wird 

S^tfix — sy + M'j 
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wena wir der Kfkrse wegen die konslmite Grösse- 

0(8 — «)* + /?(s — by +. . . =t=|» 
fetzen, d. h.: 

^Die Vieirachenfumme S der Quadrate der Abstände eines 
variabeln Punktes x von mehreren konstanten Punktes e, b,- • • 
erreicht, wenn a, /?,*•-• die Koefficienten jener Vielfachen- 
fumme Tind, und die Summe (T diefer Koefficienten poritiv ist^ 
ihren kleinsten Wertb, wenn x In den Schwerpunkt s des Punkt- 
Vereines aa , /9b • • • liegt. Wenn fleh dagegen x aus dierem 
Schwerpunkt s um den Abstand q entfernt, fo wächst jene 
Vielfachenfumme um das «r-fache von dem Quadrat diefer 
Strecke, und ist alfo für alle Punkte auf der Oberfläche einer 
Kugel, welche s zum Hittelpunkt hat, konstant. Wird tf ne- 
gativ, fo bleibt alles dasfelbe, nur dass statt des mnimums 
ein maximum eintritt.^ 

342. Fortfetzung. Wenn zweitens et -f /? -j =0 

gefetzt wird, fo verwandelt fleh die Formel * der vorigen 
Nummer in 

S = - 2[(x ~ s)I(aa + /Jb +...)]+ a(s - a? 
+ i9(s-b)> +...., 
Hier ist (nach 222) die Summe cta -f i^b -f • • • • eine Strecke 
von bestimmter Länge und Richtung, welche wir mit r bezeich- 
nen wollen, fo ist 

S = — 2[(x — s)Ir] + a(s — a)« +/9(s— b)^ + . . .^ 
Es fei nun angenommen, dass r nicht null ist, und feine 
Länge gleich q fei. Um nun den Ausdruck noch weiter zu 
reduciren, nehmen wir einen Punkt s^ in der von s mit r 
parallel gezogenen geraden Linie an, und fetzen s' — ss=:zr, 
wo z eine Zahl ist, da s' — s nach der Konstruktion mit r 
parallel ist. Dann wird 

[(X - s)lr] = [(X ^ s' + s' - s)Ir] 

= t(x - sO|r] + [(s- - s);r]. 
Aber [(s'— s)|r] ist gleich [zr|r] = z[r|r] , da z eine Zahl 
ist, alfo t=zr*=zp^, da q der numerische Werth von r ist. 
Alfo wird [(X - s)|r] = [(x — sO|r] + zq\ und 

S =:= ^ 2[(x — sOIr] - az^*. + 0(8^ a]* 
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Da s' ein beliebigfw. Pankt in der geraden Linie sr ist, to 
ist z noch unbesUmmt, es fei z fo bestimmt, dass 

o(s— a)» +fi(s— b)» +•.. 

^= w 

ist| (b wird 

S = — 2[(x^sO|r]. 
FAllt man nun von x das Loth xx^ auf die gerade Linie sr 
oder s'r, fo ist x — x' normal zu r, d. h. [(x — xO|r]p=:0, 
alfo 

[(X ^ sO|r] = [(X - X' + x'-~sO|r]=[(x'-aO|r], 
alfo S = — 2[(x' — sOk] = ± 2ye, 

wenn 9 die Lftnge von x^ •— s' ist, und das untere oder obere 
Zeichen gewählt wird, je nachdem x' — s^ mit r gleich oder 
entfegeageretzt gerichtet ist, d. h.: 

„Die VieirachenAimme S der Quadrate der AhstAnde eines 
Variabehi Punktes x von mehreren festen Punkten a, b,* • wird, 
wenn a, ^,*-* die Koefficienten jener Vielfachenfumme, und 
die Summe diefer Koefficienten null ist, null för alle Punkte 
einer gewissen Ebene, welche auf der Sti*ecke r = aa-f j9b 
-}-••• fenkrecht steht. Wenn fich der Punkt x dagegen um 
den Abstand g> von diefer Ebene entfernt, fo wird jene Summe 
= — 2ijp^ oder + 2^^, je nachdem er fich in der Richtung 
der Strecke r oder in der ihr entgegengefetzten von jener 
Ebene entfernt hat, wobei q die Länge von r ausdrückt.^ 

343. Schluss. Ist endlich auch r null, fo wird 
S = a(s — ap +/?(s-b)* -i , 

d. h. konstant, d. h. 

„Die Vielfachenfumme S der Quadrate der Abstände eines 
variabeln Punktes x von mehreren festen Punkten a, b,-*« 
ist konstant, wenn die entsprechende Vielfachenfumme der 
Punkte a, b,«** null ist, d. h. 

a(x — a)* -f- ^(x — b)' -f . • • = Const., 
wenn aa 4- /Sb -f- • • • = ist." 
Nämlich die Gleichung aa -f* /^h -f • « • = schliesst (nach 
222) schon die Gleichung a + /} -f- • • • = ein. 

344. Aufgabe. Die Vielfachenfumme S der Abstände 
eines variablen Punktes x von mehreren festen Ebenen A, 
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B.f ii) einf«chster Form aaszadrflcken, wenn die Koefficien- 
tea a, /S»*** jener Yielfachenrummo gegeben find, und für 
jede Sbene die Seite, nach welcher die poHtiven Abstände 
liegen feilen, bestimmt ist. 

Auflöfung. Man nehme in jeder der Ebenen einen 
FMcbenraum an, dessan nnmeriseber Werlh 1 ist, und welcher 
(feiner Erzeugungsweife nach) fo beschaffen ist, dass das 
Äussere Produkt diefes Flächenraums mit einer Strecke, die 
iiacli der als pofitiv angenommenen Seile der Ebene gerichtet 
isty ein pofitiYas Produkt bildet, Diefe Flächenräume, aufge« 
faast als Tb«ile der betreffenden Ebenen, d. h. als Grössen 
dritter Stufe (255) feien beziehlich mit A', B', • • • bezeichnet, 
fo ist das Produkt [A'x] (nach 263) gleich dem Inhalte eines 
Spates (Parallelepipedums), dessen Grundfläche A' ist, und 
dessen Deekflächo (der Grundfläche gegenüberliegende Fläche) 
durch den Punkt x geht, alfo gleich A' mal der Höhe, oder 
da A^ hninerisch gleich 1 ist, gleich der HMo, d. h« gleich 
der Entfernung des Punktes x von der Ebene A, und zwer 
auch dem Zeichen nach, und ebenfo für die andere Ebene, 
Alfo ist 

S = eiK'x] + ß[B'x] H 

= [(aA' + /?B'H )x] 

= ?{Rx], 

wenn ^R die entsprechende Vielfachenfumme der Fläohentheile 
A', &',•••, und R numerisch gleich 1, q aber pofitiv tsl. 

„Die Vielfachenfumme S der Abständen eines variablen 
Punktes x von mehreren festen Ebenen A, B,-**- mit den 
Koefficienten a, /?,••• steht zu dem Abstände desfelben Punk«» 
tes von einer festen Ebene R in einem konstanten Verhält* 
nisa Q:iy und zwar findet man R und f , wenn man auf den 
Ebenen A, B,-«- Fläehentheile A', BV - * annimmt, weloh« 
numerisch gleich 1 find , und mit Punkten , die auf der «b 
pofitiv angenommenen Seite der betreffenden Ebenen liegen, 
ftusserlich multiplicirt pofitives Produkt geben, dann ist R die 

Ebene des Flächentiieilos aA^ -f i^B' *j , nnd-Q der aume^ 

rische Werth dieffes" FlächentheHes. Sollte jedoch diefe SummlB 
eine uneitdiieh entfernte Ebene , d. b. einen Ki^rperraum (262) 

14* 
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geben ^ alfo qR ein Körpertheil fein, fo ist (nadi 268) [^Rx] 

konstant, alfo auch die Vielfachenrumme S konstant. Sollte 

endlich aA^ + ßB' +-* felbst gleich null fein , fo wird auch 

S null für jeden Punkt x.^ 

Anm. Die in den vorigen Avfgaben gefangenen Sfttze lassen 
fleh in einen Sata za&mmenfasaen , wenn man statt der Punkte un4 
Ebenen Kugelilächen fetzt, welche Heb, wenn die Radien null wer- 
den, in Punkte, wenn fie unendlich werden, in Ebenen verwandeln, 
und zwar, wenn man statt des Quadrates des Abstandes von einem 
Punkte und statt des einfachen Abstandes von einer Ebene, das Pro •* 
dakt des kleinsten und gr<>68ten Abstandes von der Kngelflacke fettt, 
fo gakt dies Produkt, wenn fich die Kugelüftche in ein^n Punkt zu« 
fammenzieht, in das Quadrat des Abstandes über, nnd wenn Hch die 
Kugelfläche zu einer Ebene entfaltet, fo wird der eine Abstand un- 
endlich, und kann für alle Ebenen als gleich angefehen und daher 
mit ihm dividirt werden, wodnrch die einfiachen Abstände hervor- 
geben. Diefe Verallgemeinerung foll in dem folgenden Satze aoago- 
mhrt wevden. 

349. Wenn man unter dem Doppel abstand eines 
Punktes von einer Kugelfläche das Produkt des kleinsten und . 
gri^ssten Abstandes des Punktes von der Kugelfl&che versteht 
(das Produkt pontiv genommen, wenn die Abstände gleich- 
gerichtet, d. h. der Punkt ausswhalb der Kugelfläcbe liegt, 
negativ im entgegengefetzten Falle), fo ist die Vielfachenfummc 
S der Doppelabstände a^, ß'^" von mehreren festen Kreifen, 
d^ren Mittelpunkt a , b , • • • , und der^n Radien a', b V * - li^nd, 
alfo die Vielfachenfummc 

aa' + ßß* +•••, 
wenn a, /?,••• ihre Koelficienten darstellen, oi/i minimum 
oder maximum, wenn x in dem Schwerpunkte s des Punkt- 
Vereins aa, /^b,«*- liegt, und zwar, wenn fich der Punkt x 
von diefem Schwerpunkte s um den Abstand y entfernt^ fo 
wächst S um das Produkt diefes Abstandes in die Sunupc er 
der Koellcienten a, /},• • *, alfo um g^<f oder xkukia-^- ß + * ')SP« 
Wejpn aber der Punkt verein aa, i^b,-* keinen Schwerpunkt 
hat, d. Ih a-f i^+*'* null ist, fo giebt es eine auf der 
Strecke r = aa -f i^b -f- * * - fenkrecht stehende .Ebene E, für 
deren Punkte S null ist; entfernt fich dann x ven diefer Ebene 
um den Abstand 9 , fo wird S =^ J: Sy^, wo i; der numerisiche 
Werth von r ist, und das untere oder obere Zeichen gewählt 
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wird, fe nachdem x fich na«li der Seiia hin bewegt, nach 
welcher Yon E aus die Richtung von r liegt, oder nach der 
enigegengefetslen. Wird aber auch aa -f ^b -|" * ^= 0, fo ist 
S konstant. 

Beweis. Zieht man Yon x die Linie durch den Mittel- 
punkt a der ersten Kugel , weiche die Oberfläche derrelben 
in X| und x^ schneide, fo ist der Doppelabstand a' = (x — xj 
(x — Xj) = (x — a — a'X* — a + a'), wenn x — X| die Linie 
von X| nach x bezeichnet u. f. w., und a' der Radius ist. 
Alfo a' = (x — a)* — a'*, oder wenn wir jetzt unter x — a 
eine Strecke von bestimmter Länge und Riohtung verstehen, 

a' = (x — a)' — a'^ 

Alfo S = aa' + /9j9' -I 

= a[(x - a)' - a'T + ß[{x — Vy — b'^ +• • -. 
Nehmen wir nun einen konstanten Punkt s zu Hülfe, der zur 
Tereinfachung des Ausdrucks dienen foll, fo wird 

(x - a)* = (x — s + s — a)* 

= (x-sV + 2[(x- s)|(s-.a)] +(s-a)' 
und entsprechend bei den übrigen Quadraten. Setzen wir noch 
a-f-/*+"'"=ö'/fo wird 

S = cr(x — s)* + 2[(x — s)|((rs — aa - ßh )] +jw, 

wenn wir die konstante Grösse 

a(s — ay + /J(s — b)'-| aa'* - /?b'* .=/» 

Tetzen. Ist nun er von null verschieden, fo wird der Faktor 
tfs — aa — ßh == , wenn s der Schwerpunkt des Punkt- 
vereins aa, i^),* • wird. Nehmen wir alfo s in diefem Schwer- 
punkte liegend an, fo wird 

S==ot;x — s)*-|-jt*, 
wodurch der erste Theil bewiefen ist. Wenn aber <r = ist, 
fo ist aa + i^h-f*" eine Strecke, diefe fei r, und ^ ihr 
numerischer Werth, fo wird 

S = 2[(s - x)lr] + itt. 
Leicht kann man, da S in Bezug auf x vom ersten Grade 
ist , folche Punkte x finden , für welche S null wird. Es fei 
9f ein folcher Punkt*), d. h. -• 

ttr 

*) Setzt man den Punkt 8 -{- K-i ^ p , To ist s' em beliebi|per 

Punkt , welcher in der dnrch p fenkrecht gegen r gelegten Ebene Kegt. 
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2[(s-s0|r]+iti = 0, 
fo wird 

. S = 2[(s ~ s' + s' - x)|r] + 11 = 2[(s' — x)|r] 
vermöge der vorigen Gleichung, und dies ist 

= ±2?)?, 
wenn q der numerische Werlh der fenkrechten Projektion von 
s' — X auf r ist, und das untere oder obere Zeichen gewühlt 
wird, je nachdem x — s' und r auf derfelben Seite der in s* 
auf r errichteten fenkrechten Ebene liegen oder nicht, wo- 
durch der zweite Theil des Satzes erwiefen ist. Wenn end- 
lich auch aa + /9b -f- • =0 ist, fo wird 

alfo konstant. 

346. Aufgabe. Die Summe S mehrerer Linientheile 
im Räume auf die Summe eines Linienlheiles und eines da- 
gegen fenkrechten Flächenraumes zurückzuführen. 

Auflöfung. Man nehme ein System von vier Einheiten 
im Räume: a, ai, a2, as an, von denen a ein einfacher Punkt 
und ai, 82, 83 Strecken find, fo lässt fich (nach 232) jeder 
Punkt im Räume aus ihnen numerisch ableiten, alfo ist jeder 
Linientheil als Produkt z.weier Punkte (nach 65) f^s den mul- 
tiplikativen Kombinationen aa^, aa^, aaa, aia^, a^ife^ a^as nume- 
risch ableitbar, alfo auch S, als Summe folöui^ Linientheile^ 
es fei 

S = ai[aai] -f OaLaaa] + (h[^B^] f Afaia,] + ft [aiag] + ß^l^^a^] 
oder 

= [«(«i«! + «282 + «383)] + Akaa] +/»a[aias] + jJgLaaaa]. 
Es fei 

Ojai + 0282 + «383 = b , 
alfo b eine Strecke, und /?iLaia2] +/9a[a.a3] -f- /^sU^as] ist als 
Summe von Produkten von je zwei Strecken, wieder ein 
folches, alfo als Ergänzung einer Strecke aufzufassen, etwa 
der Strecke c, d. h. es fei 

|Jj[8i«2] + ft[aiaj] + iS,[aa^] = |c, 
fo ist 

S == [ab] + |c. 
Es fei a' irgend ein anderer, noch nftker zu bestiaipieiider 
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Punkt und fei a — a'^^d, wD d eine StreMie ist, tA Ut ■ 
= a' + d,allb 

S = [(a' + d)b] + |c =n [a'b] -h [dk] + |e. 
Es ist hier [db] -f |o ^io Flftchenrannt; vimI ea foll d (o ba» 
stimmt werden, dass, wie die Aufgabe veriengt, diefer Flflohefi^ 
räum auf dem Linientbeile [a'b] fenkrecht* stehen foil. Da a' 
ein Punkt und b eine Strecke ist, fo hat diefcr Linientbeil 
die Richtung von b, alfo füll der Flftchenraum auf b fenk- 
recbt stehen, d. h. (nach 152, 333) [(db + |c)|b] = 0, ader 

[db|b] + t[cb] = mi 

d. h. l[cb] = [bdjb] [55], 

Nehmen wir an, dass d fcnkrecht auf b stehe, d.h. in 

der Ebene [b liege, fo ist (nach 108) der zuletzt gewonnene 

Ausdruck : 

= [b|b]d = /»»d, 

wenn ß der numerische Werth von b ist, alfo d gefunden 
^ d = l[cb]:iS^ 
Umgekehrt, wenn d diefen Werth hat, fo folgt durch- die 

umgekehrten Umgestaltungen , dass der Flftchenraum [db] -f \e 

auf b fenkreeht stehe, aifo ist die Aufgabe gelöst. 

347. Wenn zwei Summen von Linientheilen beide auf 
die Form einer Summe gebracht Hnd, deren eines Stück eia 
Linientbeil und deren anderes Stück ein gegen die Linie des- 
felben fenkrechter Flächenraum ist, fo find jene Summen nur 
dann gleich, wenn fowohl diefe Linientbeile als diefo Flächen- 
räume einander gleich find, d. h. wenn 

[ab]+y|b = [aibi]+n|bi 
ist, wo a und ai einfache Punkte, b und b| Strecken, y und 

Yi Zahlen find, fo ist 

[ab] = [aibi], y\b = Yt\K 
Beweis. Man muitipiicire zuerst die gegebene Gleichung 
mit einem Produkte U dreier Strecken, fo ist |b ein Produkt 
zweier Strecken, alfo [|bU] =0= [|bi.U] (nach 301), da- 
gegen [abU] = b und [aib^U] = bj (nach 305); alfo erhält 
man b=:bi. Somit verwandelt Heb die gegebene Gleichung in 
[ab]+yib = [a,b]+y,!b. 
Multiplicirt man diefe Gleichung mit b , fo wird , da [abb] 



»[aibb]:»0 ifti (Mcli 60), r[b|b] =» h[b|b], airo, da [b|b] 
= b' eine von Null verschiedene Zahl ist, ytssy^. Somit 
verwandelt Tich die ursprttngtiche Gleichung in [ab] =; [atb], 
d. fa. die Linienth^üe [ab] und [aibj und die Flftchenrftume 
x)b Und )^f|b| Gnd einander gleich. 

A n m. £9 läast fich alfo jede Summe von Liqientheilen , d. h. 
jede geometrische Grösse zweiter Stufe auf eine bestimmte, vollkom- 
men unzweideutige Art in Form einer Summe eines Linientheiles und 
eines gegen feine Linie fenkrechten Flächenraums darstellen. Es ist 
interessant, dass diefe allgemeine Grösse zweiter Stufe vollkommen 
repi^fentirt wird durch die Bewegung eines Körpers im Baume. Wenn 
nftmlich ein Körper aus einer Lage in eine beliebige andere vernetzt 
wird, fo ist bekanntlich diefe Verfetzung allemal dadurch möglich za 
machen, dass man eine gewisse Linie des Körpers in ihrer eigenen 
Richtung um ein Gewisses fortschreiten lässt , während der Körper am 
diefe Linie als um leine Axe eine gewisse Drehung vollendet, und 
zwar fmd diefe beiden Parti albewegongen durch die Anfangs- und 
End-Lage des Körpers vollkommen bestimmt. Die erstere Bewegung 
kann durch einen Linicntheil vollkommen repräfentirt werden, die 
letztere durch einen dagegen fenkrechten Flächenraum, beide zufam- 
men alfo durch die allgemeine räumliche Grösse zweiter Stufe. Na- 
türlich wird man in der Statik auf gleiche Weife die Refultatite ttieln 
rerer Kräfte im Räume darstellen könsen, während der blosse Linientheil 
die einzelne statische Kraft darstellt, und die Summe derfelben die 
statische Refultante der entsprechenden Kräfte (f. Ausdehnungslehre 
9. 1^ ff.) 
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Zweiter Abschnitt 
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« 

iSwf. 1, ifunkttonrn im Mitmtxmxu 

§. 1. Begriff der Fnnktioiien, 

imd Xednktion mehrerer Timktioimi m^rerer TAtifehelft 

auf eine Pnrnktion einer Taiiabebt 

34i8. Erkl&rung. Wenn eine Grösse u von einer oder 
mehreren Grössen x^ y»*** in der Art abhängt, dass, fo oft 
X, y,*** besiinmte Werthe annehmen, auch u einen he- 
sUmmlea (eindeutigen) Werth annimmt, fo nennen wir u ein^ 
Funktion von x, y,«-*. 

Anm. Hier ist au bemerken) doM die obige Definitioii aachgel« 
ten foll) wenn n, x, y,**- bellebife extenfive Gröasen lind. Fennv 
ist lu bemerken, dass die mehrdeoiigen FaDklionen, d. h. folche, wo 
fär bestimmte Werthe der unabhängigen Variabeln x, y,< • • die Grö«ae 
a mehrere verschiedene Werthe annehmen kann , ohne daaa diere Yer- 
Bcbiedenheit durch eioe neue Variable bedingt isty — hier g&nalich 
ausgeschlossen find; wie denn überhaupt alle in diefem Sinne mehr- 
deutigen Grösaen aus der Mathematik zu verbannen find) weil üch 
auf He keine mathematische Formel mit Sicherheit anwenden lässt. 
Sobald die Beziehung zwischen den unabhängigen und der abhängi- 
gen Variabein u vermittelst einer Gleichung gegeben ist^ durchweiche 
f&r bestimmte Werthe der ersteren die letztere u mehrere verschiedene 
Werthe annehmen kann , fo kann man u anlehea aU. Funktion Jenei; 
Variabeln und einer neuen r> wjclche eine bestimmte Werthreihe, 
etwa die der ganzen Zahlen durchläuft ^ fo dass dann, wenn auch 
ausser den ursprünglichen Variabeln noch der Werth von r beatiiniht 
ist) auch u eindeutig beftlmmt fei. Oder follte eine folche neue 
Variable r nicht ausreichen, fo kann man mehrere folche au Hülft 



m CM« 

nehmen. Hat man z. B. die Gleichung u>^s=x, fo kann hier für jeden 
Werth TOn x die Grösse u noch n verschiedene Werthe annehmen. 

Einer derfelben fei mit x^ bezeichnet, fo ist bekanntlich 

*L X / 2r7r . / arm x 

u = (— l)nxa = (cos.— + r — lfin»"^)xa, 

wo r nach und nach jeden ganzen Zahl werth annehmen kann. Es ist 
alfo u auf diefe Weife als Funktion von x und einer neuen Variablen 
r dargestellt, wodurch dann die Vehrdeutigkeit der Funktion ver- 
schwindet. 

34i9. Erklärung. Zahlfunktion nenne ich eine 
Funktion, welche für beliebige Werthe der Variabeln, von 
denen fie abhängt, stets einen Zahlwerih (reellen oder ima- 
ginären, ganzen oder gebrochenen, rationalen oder irrationalen) 
annimmt. Exten five Funktion nenne ich eine Funktion, 
welche für alte (oder gewisse) Werthe der Variabein einer 
extenflven Grösse gleich ist. Ich werde die Zahlfunktionen 
steUi fldl.Utfnea BuehMaben f, 9» V^»« • *, die iext#»Gven Funk- 
tionen mit grossen Buohsiaben F, <P, U',-** bezeichnen. 

Anm. Die imaginäre ZahlgrÖssc p -f- ^ r-* 1 steht auf der 
Gränze der extenflven Grössen j fie ist als extenfive Grösse aufzu- 
fassen, fobald man für den Ausdruck der Zahlbezlebung zwischent 
ineiireren Grössen, nur reelle Zahlkoefficienten zuiässt, indem tfann 

(^ und /-^M als Einheiten erscheinen, die in keiner Zahlbeziebong 
au^nander stehen, hingegen ist fie als Zahlgrösse aufzufassen, fotol^ 
aadil ioukginifie. Zahlkoeffidenten für den Ausdruck der Zahl^ziehung 
geaitttU^ Tiad. Wenn daher die Funktion y-^fx für reelles x iqia^i« 

fläre W^he, etwa u-f-^f^ — 1 annimmt, fo kann fie in •dem ersten 
8inne alsNextenfiye Funktion aui^gfefosst werden*, doch wollen wir in 
der FunktiOfiftlelire den letztefen Sinn Mets festhalten, Mo auek im 
Falle y iniaginär wird, dennoch y als Zahlfanklion auffassen, wio es 
in der Brkl&rang geschehen ist. 

390. Jede ZahtfünktioTi beliebig vieler Zahigrdiisen iassl 
fich als Zahlfunktion einer einzigen extenfiven Grösse dar- 
stellen, und zwar, wenn 

fei, fo ist diefer Ausdruck gietchb^deutend mit 

Yi = '((x|ei), (xh)- . •, (xjej) == 5p(x), 
wo Qif - " e^ ein einfaches Normalfystem (fiähc 153) bilden^ und 

* ." .. x = Xiei +x»«2 +'--x^e»" .... 

im« ' • 
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Beweis. Wenn x = x^ei + Xae2 4-'" x^e^ ist und 
6i9*"Ca ^in einfaches Normalfystem bilden, fo ist 

[x|ei] = [(XiSi + XaSa -\ x„ej|ei] =Xi, 

da [eije,], [ei|ej (nach 188) null Tind und [e^lei] = 1 ist. 

Aus gleichem Grunde ist 

[x|ea] = Xj,--.., [x|eJ=Xa. 
Alfo 

Yi = f(xi, Xj,. • xj = f((x|ei), (x|ea)- • -(xlej), 
wo alfo Yi eine Funktion der extenfiven Grösse x ist. Es 
fei diefo Funktion mit g>(x) bezeichnet, fo hat man 

Yi == SP(x). ' 

391. Jedes System von Zahl funkt ionen beliebig vieler 
Zahlgrössen lässt fleh als eine extenfive Funktion einer exten- 
fiven Grösse darstellen, und zwar, wenn 

Yi— fi(Xi, Xj,... xj 
y2 = fa(Xt, X2,-..xJ 

l Ym = fmC^i, Xj,* • • Xj 

ist, fo ist dies System von Gleichungen gleichbedeutend der 
Gleichung 

Y = F(x), 
wo 

X = Xiei -\ X^Cn 

F(x) = Ot^PiCx) + e29>,(x) H e„9P„,fx) 

yrW = frC[x|e,], [xlea],--- [x|ej) 
ist und Ol,- • • Cq und ei,- • * e^ einfache Normalfysteme bilden. 

Beweis. Nach 350 ist, wenn x = Xiei + XaCa-f-* • x^Cn 
gefetzt wird, 

Yr=fr(Xi, X2,...XJ 

gleichbedeutend mit 

Yr = fr([x|eiL Wej],--- [x|ej). 
Diefc Funktion von x fei mit g>rOO bezeichnet, alfo 

Yr = yrW = frCWei], [x|ea],-.. [x|ej). 
Ferner ist (nach 29) das System der Gleichungen 

Yi = SPi(x)j Y2 = SPa(x) • • • • Ym = ^mC^) 
gleichbedeutend der Gleichung 

15 
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= ei^iW + e29>2(x) H e„ya(x), 

(I. h. der Gleichung 

y = ei5PiCx) + ea9P,(x) + • • • c„y„(x). 
Diefe Funktion von x fei mit F(x) bezeichnet, alfo 

F(x) = ei9>i(x) -f CaSPaCx) H c«y«(x), 

fo find die m gegebenen Gleichungen 

yi = ft(xi, X2,-..xJ u. r. w., 
gleichbedeutend mit der Gleichung ^ 

y = F(x). 

352. Jedes System von Funktionen beliebig vieler Va- 
riabein Idsst Fich erfetzen durch eine Funktion einer Variabein, 
vorausgefetzt, dass fich die unabhängigen Variabein fämmtlich 
aus einem System von Einheiten numerisch ableiten lassen, 
und ebenfo die abhängigen. 

Beweis 1. Für ein beliebiges System von Zahifunktioncn 
beliebig vieler Zahlgrössen ist der Satz in 351 bewiefen. 

2. Nach 157 lassen fich alle aus einem System von n 
Einliciten numerisch ableitbare Grössen aus einem einfachen 
Normalfystem von n Grössen numerisch ableiten. Es bestehe 
das Normalfystem, aus welchem fich die unabhängigen Vuria- 
beln x, y,"- ableiten lassen, aus den Grössen Oi, e2,---c„, 
und diejenigen, aus welchen fich die abhängigen Variabcln 
u, V,«-- ableiten lassen, aus den Grössen o^^\ e^^V''C^"*^ 
Ferner fei 

x = Xiei-| x„en, u = <iie(^> -f ..•u^e<°^> 

y = YiCi + • • -ynCn, V = VieCJ) -| v^e^»"), 

• • • • 

• • • • 

wo alle EoefGcienten Zahlgrössen find, und feien 

u = F(x, y..), v = <l>(x, y, ••),••• 
die gegebenen Funktionen, fo erhält man, indem man hierin 
die obigen Werthe einfetzt, 

Uie^^^ H u„e^"*> 

= F(xiei + . .x^e„, j^e^ + • • • + y«e„, • • •)• 
Hier ist die rechte Seite eine extennve Funktion der Zahl- 
grössen Xi,---Xa, yi-'-yn, . Diefe Funktion foU einer 

Grösse gleich fein, welche aus den Einheiten e^^V ' * '^^^^ nu- 
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meriseh ableitbar ist , alfo »ttss fie felbai aus ihnen numerisch 
ableitbar fein, d. h. fie muss in der Form e^^^yi +"C^"^ym 
erscheinen, wo yf,- • -yn^ Zahlfunktionen von Xi,« • «x^, yi« • • • 
y„,«« find. Alfo erhält man 

"ic^^^ H ^m^^"^^ = 6^ Vi + • • • e^"^ y^- 

Diefe Gleichung, welche mit u = F(x, y) gleichbedeutend ist, 
wird (nach 29) erfetzt durch das System der Zahlgleichungen 

Auf gleiche Weife wird die Gleichung 

v = <l>(x, y) 
erfelzt durch ein System von Zahlgleichungen von der Form 

wo t//i, t/;,,*- gleichfalls Zahlfunktionen der Zahlgrössen X|, 
•••^05 Yir • 'ynj* • • fi"^' Folglich werden die gegebenen 
Gleichungen 

u = FCx, y--), v=:<l>(x, y-0 
erfetzt durch das System der Zahlgleichungen 

Vi = V^i, V2=V^2,... v^ = V;«, 

• • • • 

• • • • 

wo yi-'*5Pm> Vi^'V^mj**- Zahlfunklionen der Zahlgrössen 
Xt • • Xn, yi* • -yu»' • • find. Aber nach 331 kann ein folches 
System erfetzt werden durch Eine Funktion Einer Grösse, 
folglich kann auch das gegebene System durch Eine folche 
Funktion Einer Grösse erfetzt werden. 

Anm. Diefe Zurackfülirang auf Eine Funktion Einer Variabein 
ist auch für die Behandlung der Zahlfunktionen von Bedeutung, da 
die Sätze der Zalilfunktionen, der Bifferenzialrechnung, der Reihen, 
und auch mit gewissen Beschränkungen die der Integralrechnung fleh 
auf folche extenfiven Funktionen extenfiver Grössen , wie unten ge- 
zeigt werden foU, anwenden lassen. Namentlich ergeben fich daraus 
die Jakobischen Sätze über Funktionaldeterminanten, fo wie die von 
Jakobi in feiner berühmten Abhandlung angedeutete oder geahnte 
Uebereinstimmung diefer Sätze mit den Sätzen der Differenziation einer 
einfachen Funktion einer Yariabdn aufs leichteste und unmittelbarste. 
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§. 2. Ganze Funktionen nnd Dantellung derselben vemiitMst 

lückenhaltiger Produkte. 

3S3. Erklärung. Wenn Pai, a2,-'*a]i ein beliebiges 
Produkt ist, in welchem die Grössen erster Stufe a^, Ss,** - 
a^^ als Faktoren verkommen, fo verstehe ich unter 

wo Xi'-'Xn beliebige Grössen erster Stufe find, das arithme- 
tische Mittel zwischen den ßmmtlicheu Ausdrücken, welche 
aus 

Pxi, X2,--'Xn 

hervorgehen, wenn man den Grössen Xj, X2,«-*Xn alle mög- 
lichen verschiedenen Folgen giebt. Ich nenne hier den Aus- 
druck Pi, l,...i ein Produkt mit n Lücken. 

So ist z. B. 
Pl, 1, l(xyz) 

= (Px,y, z -f- Px,y, z -f Py,x, z + Py, z, x + Pz,x, y + Pz, y, x) : 6. 

A n m. Unter dem arithmetischen Mittel mehrer Grössen ist hier^ 
wie foBSt) die durch die Anzahl der Grössen dividirte 8amme derfel- 
ben verstanden. Es versteht fleh von felbst, dass wenn ein folcher 
Lückenausdruck noch mit andern Ausdrücken durch Multiplikation 
verbunden werden Toll, er dann in Klammern zu schliessen ist. ^och 
ist zu bemerken , dass wir oben die in die Lücken eintretenden Grössen 
als Grössen erster Stufe gefetzt haben. Man fleht leicht, dass man 
diefen Begriff auch hätte erweitem und auch Lücken höherer Stufen 
hätte annehmen können, d. b. folche Lücken, in welche Grössen 
höherer Stufen eintreten foUen. Doch kann man folche Fälle, in 
denen Lücken höherer Stufe vorkommen würden, fast überall ver- 
meiden. Namentlich, was der häufigste Fall ist, wenn das Haupt- 
gebiet von n-ter Stufe ist, und Grössen (n — l)-ter Stufe in die Lücken 
eintreten foUen, fo kann man diefe Grössen als Ergänzungen von 
Grössen erster Stufe alfo in der Form |a u. f. w. darstellen , und statt 
der Lücke (n — l)-ter Stufe schreiben jl , wodurch dann die Lücke 
auf die erste Stufe reducirt ist, und der Definition in 353 unterliegt. 

35a. Es ist 

Pl,l,...(xiXa'- *Xn) = ^Pxr, X«.... : (1-2- • • -n), 
wD der Ausdruck Pl, l,*- ein Produkt mit n Lücken ist, und 
Xp, Xg,«" diefelben Grössen wie Xj, x^j'-'X^ bezeichnen, 
nur in beliebig geänderter Folge, und wo die Summe fich auf 
alle verschiedenen Folgen bezieht. Ins Befondere ist 

Pl, 1, • • «X" = Px, X, • • • . 
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Beweis. Nach 353 ist Pl, X^-Xi^ Xj^-^-x^ dw arithme- 
tische Mittel der Ausdrücke Pxr^z«, — , welche aus Pxi, x»,* • -xn 
durch beliebige Anordnung der Grössen Xij- •••x^ hervorgehen, 
d. h. gleich der Summe jener Ausdrücke, dividirt durch ihre 
Anzahl, alfo durch l-2**--n. Wenn ins Bcfondere Xi = X2 
= ..fr. =Xb=:x ist, fo werden alle jene Ausdrücke gleich 
Px, X,*-, alfo ist ihr arithmetisches Mittel gleich einem der- 
falben, alfo damit auch die Specialformel erwiefon. 

355. Erklärung. Wenn P^ ein Produkt mit m Lücken, 
und m>n ist, fo verstehe ich unter fji^i'^i" "^id ^Jon 
Ausdruck, welchen man erhftlt, wenn man den Ausdruck 
Pm(^i'^2' "^m) (nach 353) entwickelt, und dann statt jeder 
der Grössen Xn^-i, Xnf.2,* • «Xq^ eine Lücke fotzt; z. B-. ist 

Pl, 1, IX = (Px, 1, 1 4- Pl, X, 1 + Pl, 1, x) : 3; 

Pl,l, i(xy) 

= (Px,y,l + Py,x,l + Px,l,y + Py,l,x + Pl,x,y + Pl,y,x):6. 

356. Wenn Pl, i,.. ein Produkt mit m Lücken, und m 
grösser als n ist, fo ist 

Pl. L • • • • fXiX« • • • X-) = — 7 rr -p i — TT , 

^^ ^** "^ m(m — l)-««(m — n+0 
wo S die Summe alier Glieder ist, welche hervorgehen, wenn 
man x^, X2,***x,( auf alle möglichen verschiedenen Arten in 
die m Lücken von Pi,i.. vertheiit, ins Befondere ist 
Pl^l...x = (Px,l,... +Pl,x,...-+ •••)•»«• 
Beweis. Es ist (nach 355) unter Pi,i,..Xi«X2- • -Xn der 
Ausdruck verstanden, den man erhält, wenn man in Pl,l,-* 
Xi'Xj • • • -x^ statt jeder der Grössen Xn + i,« • -x^ eine Lücke 
Fetzt. Nun ist (nach 354) 

Pl, 1. . (xjXa x„)=^Pxr,xa, : (1 • 2 • • • • m). 

Setzt man hierin statt Xn + i, Xn4.2,' • -Xm Lücken, fo werden 
alle die Glieder gleich, welche Tich nur durch die Reihen- 
folge der Grössen Xn + i, Xn+%,' "X^^^ unterscheiden. Man 
kann alfo, statt diefo gleichen Glieder fo oft zu fotzen, als 
ihre Anzahl beträgt, eins derfoiben mit diefor Anzahl, alfo 
mit 1*2'3*« -(m -< n) multipliciren ; fomit erhält man jedes 
der von einander verschiedenen Glieder mit l-2«-**(m — n) 
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:(l*2--*m) multiplieirt. Aber die Summe diefer von einan- 
der verschiedenen Glieder ist S, alfo 

S'1'3' • "(m — ii) S 

^^ 1.2* - • «m m(m — !)• • -(m — n + 1)' 

Da die Anzahl der in S enthaltenen Glieder gleich m(m — 1) 
. . .(m — n + 1) ist, fo ist der Ausdruck rechts zugleich das 
arithmetische Mittel diefer Glieder. 

85T Erklärung. Wenn J, B, A', B',--- Pro- 
dukte mit je n Lücken, und a, jS,-- a', ß',--- Zahlen find,^ 
fo Tetze ich dann und nur dann 

a^l + jSB + • • • =a'J' + ß'B' +• • •, 
wenn für jede Reihe von n Grössen erster Stufe Xj, x^, x^ 

OAXiXi • -x^ + ßBXiX2 • • 'Xn + • • 

= a'J'XiXa • • -Xa -f- jS'B'XiXa • • -x, + • • 
ist. Wir nennen eine folche Vielfachenfumme von Lücken- 
produkten (mit je n Lücken) einen Lückenausdruck (mit n 
Lücken). 

3S8. Jede ganze Zahlfunktion n-ten Grades von belie- 
big vielen (veränderlichen) Zahlgrössen lässt fich in der Form 

Ax"" 
(darstellen, wo A ein Ausdruck mit n Lücken ist, und zwar ist 

X««.».'-^i"V"" [<^ + ^ H = < n] = ilx*' , 

wo X = Co + Xiei +X2e2 -| 

und A = 2^a^, tr- [HV l¥iY\Mo,f - • . 

[r + a + b + • • = n] 
i^y WO ferner c©, Ci, e2,"*- ein einfaches Normalfystem 
bilden, und die Summe fich auf alle möglichen ganzen Werthe 
T/ a, hr" bezieht, welche der in Klammern beigefügten 
Bedingung genügen, ohne negativ zu fein. 

Beweis. Nach der Annahme ist x = Xoeo + ^t^ + ^2^2 
4- . . ., wo Xo = 1 ist. Ferner da x© = 1 und a + b H — 
=:<n ißt, fo ist 

mit der Bedingung, dass r + a + b +• " =» fei. I^er ge- 
wonnene Ausdruck ist aber (nach 350) 
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= 2^(ta. >, • • • [x|ee]' [x'.ei]«[xM* • . . • 
= Ax'' [354], 

wo Ä den im Satze angegebenen Lückenausdruck darstellt. 

359. Jedes System von ganzen Funktionen n-ten Gra- 
des beliebig vieler Variabeln lässt fich in der Form 

darstellen, wa J ein konstanter Lückenausdruck mit n Lücken ist. 
Beweis folgt aus 358 vermittelst 352. 

360. Statt einen Lückenausdruck mit einer Faktoren- 
reihe (gemäss der Erklärung in 353) zu multipliciren. Kann 
man ihn mit den Faktoren fortschreitend multipliciren, d. h« 

^(X|X2 • • -Xn) = AXiXi • • Xa. 

Beweis 1. Es bestehet nur aus einem Produkt, und 

zwar enthalte dasfelbe m Lücken, fo ist (nach 356) 

S 
♦ JCXjXa . . .xj = 



m(m — !)• • -(m — n -f- ly 
wo S die Summe aller Glieder ist, welche hervorgehen, wenn 
man auf alle möglichen verschiedenen Arten x^, X2,-**Xn in 
die m Lücken von A vertheilt. Ebenfo fei Si die Summe 
aller Glieder, welche hervorgehen, wenn man x^ nach und 
nach in jede einzelne Lücke des Produktes A einfetzt ; ferner 
gehe S2 aus Si hervor, indem man in jedem Gliede von Si 
die Grösse x nach und nach in jede der m — 1 Lücken ein- 
zeln einfetzt, und die fämmtlichen fo erhaltenen Glieder addirt, 
fomit ist S2 zugleich die Summe aller Glieder, welche hervor- 
gehen, wenn man XjXj auf alle möglichen verschiedenen Ar- 
ten in zwei der Lücken von A einfügt. Auf entsprechende 
Weife möge S3 aus S2 abgeleitet fein u. f. w. Dann ist 
(nach 356) 

AXi == -^, AX1X2 = —7 T^9 

* mi' mCm — i) 

endlich 

AxiXi***Xj^ 

2. Es fei A ein beliebiger Lückenausdruck = ^Pa^ wo 
jedes Pa ein Produkt mit m Lücken ist, fo ist 
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= 2" P«(xtX,...x J [357] 

= ^Pa XjXj • • • x„ [Bew. 1] 

= Zp7xiX2...x„ [357] 

= AX1X2 • • • Xn. 

361. In dem Ausdrucke AxiXi'-'Xj^^ in welchem ^ 
ein beliebiger Lückenausdruck mit n oder mehr Lücken ist, 
kann man ohne Werthänderung eine beliebige Schaar der 
Grössen XiX2**«x,^ mit einer Klammer umschliessen. 

Beweig aus 360. 

362. Die Ordnung der Faktoren, welche in einen 
Lückenausdruck eintreten foUen, ist gleichgültig für das Re- 
faltat, d. h; 

AX1X2 • • • = ^x,Xg • • • •, 
wo XiX2"v und x^Xg--- diefelben Faktoren nur in verschie- 
dener Ordnung enthalten Tollen, und ^ einen Lückenausdruck 

bezeichnet. 

Beweis. Es fei ^ = ^Pa, wo jedes P« ein lücken- 
haltiges Produkt ist, fo ist 

^XiX2 . - • = A(xiX2 • • • • ) [360] 

= Z'PaCxiXa-..) [357]. 

Nun ist aber (nach 356) PaCx^Xj"*) das arithmetische Mittel 
fömmtlicher Ausdrücke, welche hervorgehen, wenn man Xi, 
X2 , • • • in allen möglichen Anordnungen in die Lücken von 
Pa hineinfügt, alfo ist es gleichgültig, in welcher Ordnung 
die Grössen Xj, X2,'«* in dem Ausdrucke Pa(xiX2"0 vor- 
kommen, d. h. Ptt(xiX2« • •)==Pft(*rXß- • O^ wennxiXa*«- und 
x^0* • • diefelben Faktoren nur in veschiedener Folge enthalten 

(ollen. Alfo ist 

^XiXa . . . = 2.Pa(xA....) = Zp7(xa- • • •) [357] 
= ^(xpc,. . .) = ^x^.. . . . [360] 

363. Wenn irgend einer der Faktoren, welche mit 
einem Lückenausdrucke multiplicirt find, eine Summe ist, fo 
kann man statt der Summe die einzelnen Summanden fetzen, 
und die fo erhaltenen Lückenausdrücke addiren, d. h. 

^P(x + y H )q = ^pxq + ^pyq H , 



wop und q Faktorenreiheh bezeichnen, und ^ einen^Lücken- 
ausdruck. 

Beweis. Nach 362 ist Ap(x + y +*')q=iÄpq(x + y 

-\ ). Hier ist ^pq wieder ein Lückenaasdruck, und daher 

hat '^pqCx -f y +*0 die Form einer Summe von Produkten, 
deren jedes (x-f-y+*') als einen Faktor enthält, alfo die 

Form Px + y+...+Ox + y^ +••• Dies ist aber (nach 39) 

gleich Px + Py-{- • • • + Ox + Oy -i = Px + Ox H h Py 

+ Oy -i = ^pqx + ^pqy H = Jpxq + ^pyq -J . 

Anm. Es unterliegt hiernach das Produkt der Faktoren, welche 
in einen Lückenausdruck hineintreten feilen, ganz den Gefetzen alge- 
braischer Multiplikation, und es bietet Tich uns hier alfo die allge- 
meinere Aufgabe dar, diejenigen Produkte ex tenftver Grössen , welche 
den Gefetzen algebraischer Multiplikation unterliegen, zu behandeln, 
was der Gegenstand des folgenden §. fein foll. 

§. 3. Algebraische Multiplikation. 

364i. Erklärung. Unter algebraischer Multiplikation 
verstehe ich diejenige Multiplikation, deren Bedingungsglei- 
chungen find: 

^t^t = ^8^r und EcFe,) = EFer, 
wo e,, Cg urspringliche Einheiten undE, F algebraische Pro- 
dukte ursprünglicher Einheiten find. Ich bezeichne fie wie ge- 
wöhnliche Produkte der Algebra ohne umschliessende Klammer. 

Anm. Name und Bezeichnung find darin begründet, dass für 
diefe Multiplikation, wie unten gezeigt ' wird , alle Gefetze der in der 
Algebra angewandten Multiplikation gelten und keine andern. In dem 
ersten Theile war diefe Multiplikation nicht zu behandeln, da Tie 
keine einfachen Grössen liefert, und mit der Funktionslehre aufs 
£ngste zufammenhängt. Sie kann als die charakteristische Multipli- 
kation diefes zweiten Theiles aufgcfasst werden, während die den ersten 
Theil charakteriHrende kombinatorische Multiplikation von jetzt an 
immer mehr zurücktritt. 

365. In einem algebraischen Produkte zweier einfacher 
Faktoren kann man die Faktoren vertauschen, d. h. es ist 
ab = ba. 

Beweis. Es fei a=X^aaea, b=^/Siei,, 
fo ist 

15* 
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ab = 2^ a^a2^ß^f, = 2^aaßi,(,eaef,) [42] 

= Z/g>«a(ebear [364] 

— 2^ß^et^2ää^a [42] 

= ba. 

366. Statt einen einrachen Factor c dem zweiten Faktor 
eines algebraischen Produktes hinzuzufügen » kann man ihn dem 
ganzen Produkte hinzufügen, d. h. 

A(Bc) = ABc. 

Beweis. A und B find hier algebraische Produkte der 
«US den Einheiten Oi, et,*" numerisch abgeleiteten Grössen, 
alfo (nach 45) darstellbar in den Formen 

A = JS'aaEa, B=Xß^V^ 
wo Ea, Vh algebraische Produkte der Einheiten find. Endlich 

fei c = ^ycec, fo hat man 
A(Bc) = Z ^E7(ZiM^Z >w) = ZaaßtrßaiF^eO [45] 
= Zaaßtr.Ea¥ie, [364] 

= Z«aEaZ^bFtZycec [45] 

= ABc. 

Anm. Hierdurch ist die algebraische Multiplikation als linealc 
Multiplikation, d. h. als folche, deren Bedingun^sgleichnngen nocli 
gelten, wenn man statt der Einheiten beliebig aus ihnen numerisch 
abgeleitete Grössen fetzt, nachgewiefen. 

367. Die Ordnung, in welcher man mit einfachen Fak- 
toren fortschreitend multiplicirt, ist gleichgültig für das Re- 
fultaty d. h. 

Abcd • • • = Acbd • • • = • • • . 

Beweis. Es ist 

Abc = A(bc) , [366] 

= A(cb) [365] 

= Acb £366]. 

Alfo kann man in einem klammerlofen Produkt zwei auf 
einander folgende Faktoren vertauschen. Durch Wiederholung 
diefes Verfahrens kann man jeden einfachen Faktor auf jede 
Stelle des Produktes bringen, alfo den fortschreitenden ein- 
fachen Faktoren beliebige Ordnung geben. 
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Stau mii mehreren anfachen Faktoren fortschrei- 
tend zu multipliciren, kann man mit ihrem Produkt multipli- 
ciren, d. h. 

Abc ••••== A(bc • • • )• 
Beweis. Nach 366 ist 

A(bc- • pq) = A(bc' • •p)q= A(bC' • OPQ n. f. w. 
= Abc« • »pq. 

369. Bei einem algebraischen Produkt von zwei be* 
liebigen Faktoren kann man die Faktoren vertauschen, d.h. 

AB = BA. 
Beweis. Es fei As=ai«'aa, B = bi-««bn, fo ist 

AB = A(bi. • -bj = Abr • ^b„ [368] 

= bi...b^ax...a„ [367] 

= bi- • • bn(ai' • • aaJ • [368]. 

370. Bei einem algebraischen Produkt von drei belie- 
bigen fortschreitenden Faktoren kann man den zweiten und 
dritten Faktor in eine Klammer schliessen, d. h. 

ABC = A(BC). 
Beweis. Es fei B = bi'*'bm, C = Ci«Cn, fo ist (nach 
368) 

A(BC) = A(B(Ci . . • c J) = A(Bci • • c J 
= Ab|- • •b^Cj« • 'Cni 
= A(bi • • • bn,)ci • • -Ca 
= A(bt..-bJ(ci-..c„) 
= ABC. 

371. Wenn man aus den ursprünglichen Einheiten 
^1 9 * " ®B d^ Kombinationen mit Wiederholung zur m - ten 
Klasse bildet und jede diefer Kombinationen als algebraisches 
Produkt der darin enthaltenen Elemente fetzt , fo stehen diefe 
Produkte in keiner Zahibeziehung zu einander, und jedes 
algebraische Produkt von m Grössen, die aus den Einheiten 
e| • • • On numerisch abgeleitet find , Ifisst fleh aus jenen Pro- 
dukten numerisch ableiten. 

Beweis. Nach der Definition in 364 feilen die Glei- 
chungen 
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und £(Fe,) = £Fe, 
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die volhtftndigen Bedingfungsgleiohungen der algebraischen 
Multiplikation fein, d. h. es foll keine Beziehung zwischen 
den Einheitsprodukten stattfinden, als Tolche, welche fich aus 
jenen Bedingungsgleichungen ableiten lassen. Jede aus ihnen 
ableitbare Gleichung muss alfo durch Anwendung jener Glei- 
chungen identisch gleich null gemacht werden können. Da 
aber jene Fundamental -Gleichungen auf beiden Seiten stets 
diefelben Einheiten enthalten, nur in anderer Folge oder Zu- 
Tammenfassung, To können durch Anwendung derrelben in ein 
Produkt keine neuen Einheiten als Faktoren hineingebracht 
werden. Dagegen kann man alle Glieder einer folchen ab- 
geleiteten Gleichung (nach 367, 368) auf die Form bringen, 
dass fie wohlgeordnete Kombinationen (mit gestatteter Wieder- 
holung) aus den Einheiten Ci • • • e^ werden. Nachdem dies 
geschehen ist, muss alfo die Gleichung identisch gleich null 
fein, d. h. alle Koefficienten müssen null fein, d. h. es findet 
keine Zahlbeziehung zwischen ihnen statt. Der zweite Theil 

des Satzes folgt unmittelbar aus 49. 

Anm. Es bilden fomit die Koaibinationen mit Wiederholung 
aus den ursprünglichen Einheiten zu irgend einer (m-ten) Klasse, die 
Kombinationen als algebraische Produkte betrachtet, ein System von 
Einheiten höherer Ordnung, aus welchem fich alle algebraischen Pro- 
dukte zu m Faktoren, welche ans den ursprünglichen Einheiten nume- 
risch abgeleitet find, wiedernm numerisch ableiten lassen. Es läset 
fich fehr leicht zeigen, dass dasfelbe auch noch gilt, wenn man /statt 
der n ursprünglichen Einheiten n beliebige, aus ihnen numerisch ab- 
geleitete, aber in keiner Zahlbeziehung zu einander stehende Grössen 
fetzt. Indem ich jedoch diefen Beweis dem Lefer überlasse, schreite 
ich fogleich zu dem für die weitere Entwickelang unentbehrlichen 
Satze. 

372. Wenn ein algebraisches Produkt null ist, fo iniiss 
nothwendig einer Teiner Faktoren null fein, d. h. wenn 

AB = 0, A^O 
ist, fo muss 

B = 
fein. 

Beweis. Im allgemeinsten Falle werden A und B Viel- 
fachenfummen^von algebraischen Produkten fein, deren Fak- 
toren aus den ursprünglichen Einheiten a, b, c,* • • numerisch 
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abgeleitet find. Dann bilden (nach 37i) die Kombinationen 
mit Wiederholungen aus a, b, c,*-*, wenn jede diefer Kom- 
binationen als algebraisches Produkt der darin enthaltenen Ein- 
heiten gefetzt wird, die Einheiten aus denen A und B numerisch 
ableitbar find. Man stelle fich vor, dass die Elemente jeder 
Kombination nach dem Alphabete geordnet find, und die 
Kombinationen felbst zunftchst nach Klassen aufgestellt find, 
fo dass jede niedere Klasse der höheren voran steht, und 
dass ferner innerhalb jeder Klasse die Kombinationen lexilio- 
graphisch geordnet feien. Wir wollen diefe Aufstellung die 
wohlgeordnete Aufstellung der Kombinationen nennen. Da 
A nach Hypothefis von Null verschieden ist, fo muss unter 
den Koefficienten, durch welche A aus jenen Kombinationen 
abgeleitet ist, nothwendig mindestens einer von null verschie- 
den fein. Es fei E| unter allen Kombinationen, welche in 
dem Ableitungsausdrucke von A einen von Null verschiedenen 
Koefficienten haben, diejenige, welche in der wohlgeordneten 
Aufstellung die früheste Stelle einnimmt, fo erscheint A in 
der Form 

A = ctiEi + ce^Ej -}-•••= ^a^jEa» 
wo Ol von Null verschieden ist. Ferner feien Fi , F2 , • • • 
nach der Reihe die Kombinationen der obigen Aufstellung, und 

B = ^ß^¥^ = ßiFi -j- ßi^i H 9 

fo ist 

\B=Zaaß^E,V, [42]. 

Jedes Produkt E^F^ liefert wieder ein algebraisches Pro- 
dukt der lursprfingUchen Einheiten, und wenn wir diefe Pro- 
dukte mit 61, Gs,* • • bezeichnen, fo wird AB eine Yielfachen- 
fnmme diefer Einheitsprodukte; alfo da AB nach Hypothefis 
null ist, fo müssen alle Koefficienten diefer Vielfachenfamme 
null fein , d. h. 

Zä;jb[E«Fb = GJ = 0, 
wo die in Klammer geschlossene Bedingung ausfagt, dass man 
die Summe aller der Produkte a^ßh zu nehmen hat, deren zu- 
gehörige Einheitsprodukte EaF^ einen konstanten Werth 6^ 
haben. Wir haben hier nur diejenigen Gleichungen diefer 
Art zu betrachten, welche in irgend einem Gliede den Faktor 



238 (•«• 

dg enihflileii; diefe Gleichungen können wir in der Form 
sehreiben 

wobei noch die Bedingung hinzuzufügen ist, dass unter den 
unter dem Summenzeichen stehenden Produkten keins mit 
dißk identisch ist. Ich zeige nun, dass man diefe Bedingung 
auch fo ausdrücken könne: h müsse kleiner als k fein. In 
der That ergiebt fich zuerst, dass a nicht 1 fein kann; denn 
dann müsste das Produkt der beiden Kombinationen E^ und 
F( diefelbe Kombination liefern, wie das Produkt der beiden 
Kombinationen Ei und Fk, d. h. Fb müsste mit Fk identisch 
fein, alfo b = k, dann wäre Mo aaßt mit aij^k identisch, was 
der vorausgefetzten Bedingung widerspricht. Alfo muss a >* 1 
fein, d. h. E« muss in der wohlgeordneten Aufstellung der 
Kombinationen später vorkommen als Ei. Dies ist auf zwei 
Arten möglich; erstens auf die Art, dass Ei weniger Elemente 
enthält als E«, dann muss, da EiFk mit EaF^ gleiche Kom- 
bination liefern foll, Fk mehr Elemente enthalten, als F», d. h. 
Fk muss in jener wohlgeordneten Aufstellung später folgen als 
F», d. h. 6 <: k fein. Oder zweitens, wenn Ei und Ea gleich 
viel Elemente enthalten, fo muss E« in der lexikographischen 
Aufstellung später folgen als Ei. In dem Princip der lexiko- 
graphischen Aufstellung von Kombinationen liegt es aber, dass 
das erste der Elemente a, b, • • *, welches in 2 Kombinationen 
einen ungleichen Exponenten hat, in der später folgenden 
Kombination den kleineren Exponenten habe, fo dass alfo, 
wenn dies Element in £i den Exponenten a, in £« den Expo- 
nenten Y bat, Y<ia fein muss. Ferner, aus der Bedingungs- 
gleichung EaF( == EiFk folgt, dass, wenn a, ß, /, d die 
Exponenten find, welche irgend ein Element beziehlich in den 
Kombinationen El , Fk, Ea, F^ hat, a + ß = Y + 3 fein muss. 
Hieraus ergiebt fleh unmittelbar, dass, wenn ein Element in 
E| denfelben Exponenten hat wie in E«, es auch in Fk den- 
felben Exponenten haben muss, wie in F», und dass alfo das 
erste der Elemente a, b,-** welches in E« einen andern Ex- 
ponenten hat als in Ei, auch das erste ist, welches in F^ einen 
andern Exponenten hat als in Fk; es mögen a, ß^ Yt ' i^^ 
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Befondere die Exponenten diefes Elementes in Ei, Fk, Ea, F» 
fein, fo fallen wir, dass /<:a fein muss; dann folgt aber 
ans der Gleichung a-i- ß-=^Y -^ d, dass S^> ß fein muss, und 
dass alfo nach dem Princip der iexikographischen Aufstellung 
die Kombination F» früher stehen muss als Fk, d. h. b<^k 
fein muss, da ja die Kombinationen Fi , F^ ,• - • in jeder Klasse 
lexikograpbisch geordnet fein follen. Somit haben wir ge- 
funden, dass in den beiden möglichen Fällen 6 <:k fein muss. 
Wir haben alfo die Gleichung 

* = ai/?k+Zi^b[EaF6=EiFk, b<k]^ 

Es fei nun zuerst k = i , To fällt die Summe ^a^ß% gans 
fort, da ihre Bedingung, b <: 1 nicht erfüllt werden kann, 
alfo hat man a]/?i=0, und da ai nach der Vorausretzung 
^ 0, und cci und ß^ Zahlen find, fo muss alfo 

ft=0 
fein. Setzt man k = 2, fo fällt, da 6 <c 2 und /^i ==0 ist, 

die Summe ^aaßt gleichfalls weg, und man erhält Oiß^ 

= 0, alfo 

ß, = 0. 

Und aus gleichem Grunde ergiebt fich, dass ßz=^0 ist u. f. w« 

Alfo ist auch B, was = /JiFi + /J2P2 H war, =0. 

373. Wenn zwei algebraische Produkte aus je zwei 
Faktoren gleich find, und einen gleichen, von null vorschie« 
denen Faktor haben , fo muss auch der andere Faktor in bei- 
den gleich fein, d. h. wenn 

AB = CB, und B ^ 0. 
ist, fo muss 

A = C 
fein. 

Beweis. Aus AB = CB folgt 

= AB — CB = (A — C)B. 
Alfo da B ^ ist, fo muss (nach 372) A — C null fein, 
d. h. A = C. 

37 A. Erklärung. Unter dem algebraischen Quoti^ten 
A:B verstehe ich denjenigen Ausdruck, welcher mit B alge- 
braisch multiplicirt A giebt, d. h. 
(A:B).B=:A. 
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379. Es ist 

AB:B = A. 
Beweis. Nach 374 ist , wenn man darin AB statt A feizt, 
(AB : B)B = AB. 
Alfo (nach 373) 

AB:B=A. 

d76. Alle algebraischen Gefetze der Hultiplikation und 
Divillon gelten für die algebraische Multiplikation und Divifion 
extenfiver Grössen. 

Beweis. Denn alle diefe Gefetze gründen [ich auf die 
Formeln 

AB=:BA 
ABC = A(BC) 
(A : B)B = A 
^ AB;B = A 
und auf die für alle Multiplikationsarten (nach 42, 45) gelten- 
den Beziehungen zur Addition und Subtraktion. 

Anm. Durch die Identität der Rechnungsgefetze der fo eben 
behandelten Maltiplikation mit der gewöhnlichen Multiplikation der 
Algebra ist die Identität der Bezeichnung und Benennung gerechtfer- 
tigt. Der einzige Unterschied liegt in den verknüpften Grössen, welche 
dort Zahlen, hier beliebige extenfive Grössen, wie z. B. Punkte, Linien 
u. f. w. ßnd. Es wäre verkehrt, wenn man diefe Differenz der ver- 
knüpften Grössen auf die Bezeichnung oder Benennung der Verknüp- 
fung felbst übertragen wollte, wodurch die Terminologie nutzlos an- 
wachfen, und der Zufammenhang verdunkelt werden würde. Auch 
diejenigen Eigenschaften diefer Produkte, welche auf der befonderen 
Eigenthümlichkeit extenlivcr Grössen beruhen, finden fich in der Al- 
gebra, und zwar in der Lehre von den ganzen Funktionen, wieder. 
So z. B. liefert der Satz, dass Heb jede ganze Funktion Einer Varia- 
bein vom n-ten Grade in n lineare Faktoren zerlegen lässt, hier auf 
Strecken der Ebene angewandt, den Satz: 

Jede Summe von algebraischen Produkten von je n Strecken Einer 
Ebene lässt fich auf Ein folches Produkt reduciren. 

Hierbei ist natürlich vorausgcfetzt , dass auch die Annahme inma- 
ginärer Strecken verstattet fei. 
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§. 4. Oanse Fnnktioiien ersten Qrades. Qaotient. 

« 

8*17. Erklärung. Wenn ai, Baj-'^a. Grössen erster 
(oder n — 1-ter) Stufe in einem Hauptgebiet n-ter Sture find, 
die in keiner Zahlbeziehung zu einander stehen , fo verstehe 
ich unter dem Bruche (Quotienten) 
Q_ bi, b2,'»»bn 

den Ausdruck, welcher mit ai, aa^—'a^ multiplicirt, bezieh- 
lich die Werthe b^, ba,***bQ liefert, fo dass alfo 

^i^AciLla^^b,. 
ai, 82,- •• 

Ich nenne ai, a2,*--an die Nenner des Bruches, bj, ba'-bn 
feine entsprechenden Zähler, und fetze zwei Brüche, oder 
zwei Ausdrücke, welche aus Brüchen numerisch abgeleitet 
find, dann und nur dann einander gleich, wenn fle mit jeder 
Grösse erster Stufe multiplicirt Gleiches liefern. Wenn auch 
die Zähler Grössen 1-ter oder (n — l)-ter Stufe find, und in 
keiner Zahlbeziehung zu einander stehen, fo nenne ich den 
Bruch einen umkehrbaren, und bezeichne in diefem Falle, wenn 
Q_ bi, b2,-"bn 

«1, ö2j---an 
i 
ist, mit Yf den umgekehrten Bruch, d, b. ich fetze 

J_ _ «1» a2> '» 11 
bi, b2,--b„' 

Anm. Der Gedanke, welcher diefer Erklärung zu Grande liegt, 
ist leicht hindurchzufehen. In der Algebra ist nämlich unter dem 

Quotienten -r- der Ausdruck verstanden, welcher mit b multiplicirt 

a giebt, und dies genügt (wenn b nicht null ist) zur Definition des 
Zahlqaotienten. Für die extenHven Grössen genügt es nicht zu wissen, 
welches Refultat die Multiplikation des Quotienten mit irgend einer 
(von KuU verschiedenen] Grösse liefert , indem daraus nur die Multi- 
kation desselben mit folchen Grössen fich bestimmt^ welche aus jener 
Grösse numerisch ableitbar find. Man fleht alfo, dass in einem Ge- 
biete n-ter Stufe die Refultate der Multiplikation eines Quotienten 
mit n in keiner Zahlbeziehung stehenden Grössen bestimmt fein 
müssen, damit der Quotient vollständig bestimmt fei. Der Quotient, in 

16 
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dicfem Sinne aufgefasst, ist für die Differenzial- und Integral-Rechnung 
extenfiTer Grössen, fo wie fdr die Behandlang der geometrisdien Yer- 
wandtschaften unentbehrlich. Ich bemerke noch^ dass man als Nenner 
des Quotienten auch beliebige Grössen höherer Stufen hätte gestatten 
können; doch würde man <iann den wefentlichen Vortheil grösserer 
Eänfaehheil gegen den zweifelhaften Vortheil unfruchtbarer Allgemein- 
heit austauschen. Ich werde deshalb auch die Zfthler, wenn nicht 
ausdrücklich anderes festgefetzt wird, stets als Grössen erster Stufe 
betrachten. 

378. Zwei Brüche oder Vielfachenrummen von Brüchen, 
welche mit n in keiner Zahlbeziehung zu einander stehenden 
Grössen erster Stufe multiplicirt, Gleiches liefern, find einander 
gleich, vorausgefetzt, dass n die Stufe des Haüptgebietes ist. 

Beweis. Es feien Q und Qi die beiden Brüche oder 
Vielfachenfummen von Brüchen, welche mit n in keiner Zahl- 
beziehung zu einander stehenden Grössen erster Stufe ai • • • • 
a^ multiplicirt. Gleiches liefern, alfo es fei 

* Oa, = Oia, 
für jeden Werth r zwischen 1 und n, fo ist zu zeigen, dass 
Q = 0^, d. h. (nach 377) dass Q und Qi mit jeder Grösse 
erster Stufe x multiplicirt Gleiches liefern. Nun lässt fich 
(nach 24) jede folche Grösse in einem Hauptgebietc n-ter 
Stufe aus n in keiner Zahlbeziehung zu einander stehenden 
Grössen, alfo aus ai,****an numerisch ableiten. Es fei 

x = Xiai -i x„a„, 

dann ist 

Ox = 0(xiai -J x^aj = XiOai ^ x^Oa« [44] 

= XiOiai-J XaOia„ [*] 

= (xiaiH x^aJOi [44] 

= 0ix. 

370. Einen Bruch multiplicirt man mit einer Zahl, 

indem man jeden Zähler mit diefer Zahl multiplicirt, und 

Brüche von gleichen Nennern addirt man, indem man die 

entsprechenden Zähler addirt, wobei die Nenner in beiden 

Fällen ungeändcrt bleiben, d. h., beides zufammengefasst^ 

ai, 83, ai, ^29" 

_ tfhi +yci + -), (/gba +yca +" ),' ' ' 

«1 > «2 ,• ••" 
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Beweis. Zu zeigen isl (oach 378) , daw beide Seiten 
der zu erweirenden Gleichung mit jeder der Grössen (4 , • • • Sn 
multiplicirt , gleiches Refultat liefern. Nun ist (nach 44) 

==P «r+y 8r +• • • 

ai, aj,.- 'ai, aj,.-. 

= i»br + yc, + .... [377]. 

Ferner ist 

■ — — a, 

= i»b, + yc, + ..-. [377]. 

Bezeichnen wir alfo der Kürze wegen die linke Seite der zu 
erweirenden Gleichung mit L, die rechte mit R, fo wird für 
jeden Indez r 

♦ Lap = Ray. 
Folglich L == R (nach 378). 

380. Jeden Bruch kann man auf die Form bringen, 
dass feine Nenner beliebige n in keiner Zahlbeziehung zu 
einander stehende Grössen erster Stufe und (wo n die Stu- 
fenzahl des Hauptgebietes ist), und zwar ist 

b u b2^- '*' ^«ijob«, ^«2, c btt , • • • 

wenn J^Oi aaay J^Oj^naa,* • • n in keiner Zahlheziehung zu 
einander stehende Grössen, und a^,, Zahlen find. 
Beweis. Es ist 

^"^''"" Zi^»=ya,>^^-^-i>a [44] 

»1, »i,'-" ' Z-_2_!.»' ■»'** 

= 2«,.,b. [377]. 

Aber auch 

y-r— r- yz=r 2«ßp,.a« =Zar,.b, [377]. 

■I I I. ■ i ■ 

Alfo liefern beide Ausdrücke mit^a, aSiamvltiplicirt, für je- 
den Werth von 1 • * -n gleiches Rerultat, find alfo, da J^Oj,« a|, 

^^,atia ; * * * nach der Hypotheßs in keiner Zahlbeziehung zu 
einander stehen, (nach 378) einander gleich. 
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381. Wenn ei, 62,* «-en die ursprttngliclieii Einheiten 
riitd, und mit E^^g der Kftree wegen der Bruch bezeiehnet 
wird, dessen Nenner die ursprünglichen Einheiten find, und 
von dessen Zählern derjenige, welcher dem Nenner e, ent- 
spricht, gleich e^ ist, während alle übrigen Zähler desfelbon 
null find, d. h. wenn 

* E,^,e, = e, und E,,.et = [t ^ r] 
ist, fo lassen Tich die n^ Ausdrücke, welche aus E,, hervor- 
gehen, indem man statt r und s nach und nach beliebige der 
Zahlen l«-*'n fetzt, als Brucheinheiten fetzen, d. h. es lassen 
fleh alle Brüche aus ihnen numerisch ableiten, während fie 
reibst in keiner Zahlbeziehung zu einander stehen, und 
zwar ist 

Ol , ea , • • • 
Beweis 1. Es ist 

— -T — a — — ©r =2-0, bCb [177]. 

Ferner ist 

X«a, >E«, je, = JS'tta, >E«, >e, [44] 

= JS"ar,bEr,*er = 2^<^fi Cj [*], 

indem nämlich E«, ^e, = ist für a ^ r, und Fr>e, = e> 
ist. Atfo beide Ausdrücke, da fie mit jeder der Grössen e^ 
• ••e,^ niultiplicirt Gleiches liefern (nach 378) einander gleich. 
2. Angenommen zweitens, es bestände zwischen den 
Grössen Er,« eine Gleichung der Form 

fo hätte man für jeden Index r 

= JSai7lEÜ77e, = X««, i^a, *e, [44]. 

Alfo da Ea, ^e, = ist, wenn r von a verschieden ist, 

= Z"ar,^E,^^e, = JS"^er [*]. 
Wenn aber 

== ^^a^fiOi, =«,,161 + ^,2^2 -i y 

fo muss, da e^, 02,-" in keiner Zahlbeziehung zu einander 
stehen, (nach 28) jeder der Koefficienten von Oi, e2,--- null 
fein, d. h. 
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fßr jedes r und s, alfo ist die angenommene Gleichung iden- 
tisch null 9 d. h. (nach 2) die Grössen E,^. stehen in keiner 
Zahlbeziehung zu einander. 

382. Jeder Bruch Ifisst lieh als Lückenausdruck mit 
einfacher Lücke darstellen, und zwar ist, wenn die Nenner 
>i>*"Aii ^^^ einfaches Normalfystem bilden, 

aj, a2,- • 

Beweis. Zu zeigen ist, dass fle mit jeder Grösse erster 
Stufe X multiplicirt Gleiches liefern. Nun ist, wenn x = Xi8t 

-f Xjaa H ist, 

([l|ai]bi+[l|a,]b, + . . Ox=[x|a,]b, +[x|a3]b, + • • . 

[353] 
=Xibi+Xaba+-- [153]. 
Aber auch 

feil *^a> " j^ 
ai, aa,«.- 

=^!'' ^''"(^i«i+^2aa+0=^ibi+*2b2 + -- [377]. 
ai, a^,« • • 

Somit liefern beide Selten der zu erweifenden Gleichung mit 

jeder Grösse erster Stufe multiplicirt Gleiches , find alTo felbsi 

gleich (nach 357, 377). 

Anm. Es ist alfo der Brach Dur eine einfachere Form des 
Lückenausdruckes mit einer Lacke, und kann alfo auch jedes System 
beliebig vieler linearer Zahlfunktionen von beliebig vielen Zahlgrössen 
als Produkt eines Quotienten in eine exten five Variable dargestellt 
werden. 

883. E r k U r u n g. Das bezügliche Produkt der Ztthler 
eines Bruches, dessen Nenner das System der ursprünglichen 
Einheiten bilden, nenne ich den Potenzwerth des Bruches, 
und bezeichne den Potenzwerth des Bruches 0, wenn n die 
Anzahl der Nenner ist, mit [Q''], d. h. ich fetze, wenn Q 

—- 1' 2»' : • n .g|.^ ^^j g^^ ^^^ , .^^ jgg System der ursprüng- 

«i> e2,- • -e^ 
liehen Einheiten bilden, 

[0T = [aia2----aJ. 
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Anm. Wenn jeder Zähler das p-fache des entsprechenden Ken- 
ners ist, fo ist der Bruch vermöge der Definition gleich der Zahl p; 
das bezügliche Produkt der Zähler ist dann [pe^^pej* ••pen] =pA 
[e|e3«**en], alfo da das bezügliche Produkt der ursprünglichen Ein- 
heiten 1 ist, =p>^, d. h. in einem Haaptgebiete n*ter Stufe ist der 
Potenzwerth einer Zahl p gleich p^ . Der tiefere Grund der gewählten 
Benennuug und Bezeichnung liegt in einer eigenthümlichen Verknüp- 
fung der eztenfiTen Brüche, welche ganz der bezüglichen Multiplika- 
tion entspricht , und deren Wefen ich hier in mehr anschaulicher Fornai 
zu entfalten verfuchen werde. Ich gründe den Begriff diefer Verknüp- 
fong auf den des Lückenproduktes. Wenn nämlich A, B ,• • •, A^, B^,- • • 
Brüche Hnd, deren Kenner etwa die ursprünglichen Einheiten fein 
mögen, und a, b,.* • • beliebige Grössen erster Stufe , 1 aber eine Lücke 
iqt, in welche Brüche der genannten Art (alfo Grössen nullter Stufe) 
eintreten foUen, fo fetze ich [AB* • •] = [AiB^ • • •] dann nnd nur dann, 
^enn in Bezug auf eine beliebige Reihe von Grössen erster Stufe 
a, b,***, deren Anzahl gleich der Anzahl der Faktoren jener Pro- 
dukte ist, 

[la*lb* • «JAB» • • = [la*lb* • • »JAiBi • • • • 
ist. Ich nenne das Produkt [AB* * •] ein (auf das Hauptgebiet) besüg- 
liches Produkt der Brüche A, B,«**-. Aus diefem Begriffe folgt 
(nach 360) fogleich , dass die Ordnung der Faktoren in diefem Produkte 
für den Werth desfelben gleichgültig ist , ein Gefetz , welches mit dem 
in 58 ausgesprochenen in Uebereinstimmung ist, da die Brüche der 
genannten Art als Grössen nullter Stufe zu betrachten find. Ferner 
erglebt fieh leicht, dass wenn in dem Produkte [la-lb*-*-] zwei der 
Faktoren, z. B. die beiden ersten, einander gleich find, allemal 
[la«lb* • • -JAB* • • = ist. Denn es ist (nach 853) [la*la-lc* • -JABC* • • 
gleich einem Bruche, dessen Zähler die Summe aller der Ausdrücke 
ist, die man dadurch erhält, dass manA, B, C,-* in allen möglichen 
Anordnungen in die Lücken eintreten lässt, und dessen Kenner die 
Anzahl diefer Ausdrücke ist. Kun zeigt fich, dass fich die Glieder 
des Zählers paarweife aufheben. Denn wenn PQR*** eine andere 
Ordnung der Faktoren ABC-** darstellt, und zwar fo, dass P in die 
ente Lücke eintreten foll, Q in die aweite a. f. w. , Xo wird dag daraus 
enta^ringieiide Glied' gleich [Pa*Qa*Bc*- • •]. Vertauscht man P nnd 
Q, fo geht aus diefer Ordnung das Glied [Qa*PaRc- ••] hcrror, die 
Summe beider giebt aber null, da Pa und Qa Grössen erster Stufe 
find , und deren' Vertauschung (nach 60) entgegengefetzten Werth be- 
dingt. Alfo heben fich die Glieder im Zähler paarweife auf, d. h. 
der Zähler wird null, alfo der Bruch null. Dasfelbe gilt, wenn in 
dem Produkte [la*lb--**] beliebige zwei Faktoren gleich werden, fo 
dass alfo in diefem Falle stets [la*lb* • • -JAB* • • =0 ist. Daraus folgt 
aber wiederum fogleich, dass wenn fich die Grössenreihe a, b,**** 
lineal ändert, z. B. b in b'^b-fcca fich verwandelt, das Produkt 
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[lft*lb* • • •]AB* • • denfelben Wetth behiüt, und hieraus (nach 76), dass 
wenn ßch a, b,«*- beliebig, jedoch fo ftndern, daas ihr Prodokt 
[ab***'] konstant bleibt, auch [la*lb****]AB***« konstant bleibt. 
Wir können daher diefen Ausdruck als Verknfipfang, und swar als 
multiplikative Vei^nüpfang von [ab*-*] und [AB*-*] anfehen, und 
sehreiben daher [la*lb* • • *] AB* . * » [ab* • •][AB* • •]. Hier hat [AB* • •], 
da es mit dem Produkte [ab****] verknüpft, wieder eine Summe von 
folchen Produkten derfelben Faktorenzahl, alfo eine Grösse derfelben 
Stufe liefert, ganz die Bedeutung eines extenüven Bruches, aber eines 
folchen, der, wenn die Anzahl der Faktoren m ist, nur mit Grössen 
m-ter Stufo znfammentritt. Es feien E|, Ea,**- die Einheiten m-ter 
Stufe, und fei Ei[AB...]=A„ Ea[AB.*] = A,,* •*, fo ist klar, daas 
[AB**-] einem Bruche Q gleich ist, dessen Nenner E|, Eg,***, und 
dessen entsprechende Zähler Ai, A^,*** find. Denn es gicbt jenes 
Produkt [AB**-] mit den Einheiten m-ter Stufe, alfo auch mit jeder 
aus ihnen ableitbaren Grösse, d. h. mit jeder Grösse m-ter Stufe mul- 
tiplicirt, dasfelbe Kefultat, wie diefer Bruch Q auf gleiche Weife 
verknüpft liefert, d. h. es ist vermöge der Definitionen jenes Produktes 
und diefes Quotienten [AB***]=Q, d. h. das bezügliche Produkt 
von m Brüchen, deren Kenner und Zähler von erster Stufe find, giebt 
einen Bruch , dessen Kenner und Zähler von m-ter Stufe ßnd. Durch 
die Reciprocität zwischen Grössen erster und (n — l)-ter Stufe (im 
Hauptgebicte n-ter Stufe) ergiebt fleh auch, dass das bezügliche Pro- 
dukt von m Brüchen , deren Kenner und Zähler von (n — l)-ter Stufe 
find, einen Bruch liefert, dessen Kenner und Zähler von (n — m)-ter 
Stufe find. Dies letztere Produkt würde daher als regressives, das 
erstere als progressives Produkt von Brüchen zu betrachten fein. Wir 
bleiben hier bei dem ersteren, alfo dem progressiven Produkte der 
Brüche stehen, um namentlich noch die progressiven Potensen der 
Brüche zu betrachten. Da das Produkt gleicher Faktoren eben nur 
Eine Anordnung diefer Faktoren gestattet, fo geht fogleich aus dem 
Begriffe hervor, dass [Ain][ab- *.*] ^ [Aa*Ab***-] fei, voransgefetat 
natürlich, dass die Anzahl der Faktoren a, b,*** auch m betrage. 
Setzen wir die ursprünglichen Einheiten e^, Cj,* • • als Kenner, und a|, 
89,* •* als entsprechende Zähler, d. h. ACi =ai u. f. w. , fo ergiebt 
üch unmittelbar, dass [Am] mit dem Produkte von m ursprünglichen 
Einheiten multiplicirt, das Produkt der m entsprechenden Zähler gebe 
und dass alfo die Potenzen von A jede Grösse, welche aus den nr» 
sprünglichen Einheiten hervorgegangen ist, und welche den Exponen- 
ten jener Potenz als Stufenzahl hat, in diejenige Grösse verwandelt, 
welche aus den entsprechenden Zählern genau auf dicfelbe Weife 
hervorgeht. Betrachten wir ins Befondere diejenige Potenz von A, 
deren Exponent mit der Stufenzahl n des Hauptgebietes gleich ist, 
alfo [An], fo ergiebt fxch [AnJ[eiea*-*eB] = [a,Da** -an], d. h. gleich 
dem bezüglichen Produkte der Zähler, alfo (nach 383) gleich dem 
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Paienewerthe von A. Aber da daa beyfigliche Produkt der a ursprüng- 
lichen Einheiten (nach 94) gleich 1 ist) fo i«t [A^] fclbst diefem^o- 
tenzwerthe gleich, worin ajfo die vollständige Begi*ündang der oben 
gewählten Bezeichnung liegt. 

S84. Der Potenzwerlh eines Broebes ist gleich dem 
bezflglichen Produkte der Zfthler, dividirt durch das der Nenner, 
d. h. wenn 

o=;i^^ ist, fo ist [o-]=[jijiiiJ. 

b,, b,,..- [biba-'-J 

Beweis. Es fei Qe^ = c, für jeden Index r von 1 bis 

n; fo ist Q = ^^' ^^''" (nach 380). Ferner feien bi, bj,. . • 

als Vielfachenfummen der ursprünglichen Einheiten ei, e2,-*- 
ausgedrückt, und fei für jeden Index r von 1 bis n, b^ = 

X/*r,ae«, fo ist a, = Qb, = ^/g, aQ ea = X /^, gCg. Somit ist 

[8182 ■ — ] _ L^ßuaCg '^/^2>ttCa ' ' '] 

_ 2^ßhaß2,l' "[Cfl'Cf *] |.^^, 

^ Za- ijßu a'ßTJ^' [C1C2 ' - ] [57-j 

Zi— ^yßi, ttft, h ' ' •[^1^2 • • •]- 

wo CLf (,--• alle möglichen verschiedenen Anordnungen der 

Zahlen 1, 2, • • • darstellen und r die Anzahl der Zahlenpaare 

i»t, die in den beiden Zahlreihen 

üj b, • • • • 
1,2, 

entgegengefetzt geordnet flnd. Hier heben fleh nun die bei- 
den Summen, und da [eie2*«'] = l ist, fo erhält man 

[MT^] ^ ^'^''' •'••] = [0»] (nach 383). 

88S. Wenn und Qi Brüche mit n Nennern find , und 
zu einander in der Zahlbeziehung 

stehen, fo stehen ihre Potenz werthe in der Zahlbcziehung 

Beweis. Es fei 



?i,-«»ett ei, • • • e 



a 
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fo ist (nach 383) 

[0*] = [aai • aai • • • aanl =a a"[aia2 • • • a J [46] 

= «-[OiT [383]. 

386. Wenn zwischen den Zfihlern eines Bruches eine 
Zahlbeziehung berrschl, fo Iftsst fich der Bruch stets auf die 
Form bringen, dass einer oder mehrere feiner Zahler null 
werden, und zwischen den übrigen Zfihlern keine Zahlbe- 
ziehung stattfinde; und zwar wenn ei,-**eQ die Nenner, 
t^i9'**9n ^^® Zfihler dos Bruches find, und zwischen 
^i9*'*&m heine Zahlbeziehung stattfindet, aber die übrigen 
n — m Zahler aus ihnen numerisch ableitbar ilnd, fo dass 

* am+r = «r,iai + «i.,aa2 +••• «r,mam 
ist, To ist 

^ ei,«"a„, 0, 0, ••, 

= — — — , wo 

ei,---em, Cnj+i, c^-fa,-«, Ca 

Ci,' " «Cm 

«!> »m 

ist. Und alle aus Cn4.i,"*Cn numerisch ableitbaren Grössen, 
aber auch keine andern geben mit Q multiplicirt, null. 
Beweis. OCni+P = «r,iOci H ap,mOea— Oe^-f , 

da nach Hypothefis ai,* • «a^ die zu den Nennern e^,- • «e^ ge- 
hörigen Zähler des Bruches Q flnd 

=0 - ' n 

AlFo find die zu den Nennern Cj^+i, * * * c^ gehörigen Zfihler 
null. Ich zeige nun, dass zwischen den n Grössen ei,*--em, 
^m+iy'"^u keine Zahlbeziehung herrscht. Der Kürze wegen 
fetze ich 

fo dass alfo Cm+r = <Ir — 6m+p '^t, fo ist 
[ei«e2 e„-Ca-f.i-»-cJ 

— [CiCa • • • • ojiqi — e^+i)- • • (q„ ^^ — Cn)]. 
Da hier qt, qa,*-* aus e^, e3,**-ein numerisch abgeleitet 
nnd, fo können wir fie (nach 67) weglassen und erhalten 
das Produkt 

= + [eie2 ej, 

16* 
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alfo von Null verschieden; folglich stehen ex, 63 •••e 
^m+i9*"Cn (nach 61) in keiner Zahlbeziehung; alfo Ifisst 
fich (nach 380) Q in der im Satze angegebenen Weife als 
Bruch darstellen. Daraus nun, dass Cm+i,--*Cn mit niul-- 
tipiicirt Null geben, folgt fogleich, dass dies auch für jede 
Vielfach enfumme diefer Grössen gilt. Aber auch umgekehrt 
muss jede Grösse p, welche mit multiplicirt null giebt, 
eine Vielfachenfumme von 0^+1, •*;Cn fein. Denn wie auch 
p beschaffen fei , immer muss es fich (nach 24) aus Ci , ea , * ' e^n, 
Cm+i9 * " <^n ableiten, alfo fleh in der Form 

P=«ieiH «mem + q 

darstellen lassen, wo q eine Vielfachenfumme von c,n-f-i9* '^n ist. 
Soll dann pO=0 fein, fo hat man, da Ooi=ai, n. f. w., 
OCm+i =0 w- f- w. ist, 

= pO = «181-1 «toBm, 

alfo (nach 28) «i, a^^* a^=^Oj alfo p = q, d.h. eine Viel- 
fachenrumme von c^+j, c,n+2j'-'Cn. 

387. Erklärung. Wenn ein Bruch Q mit einer von 
Null verschiedenen Grösse erster Stufe multiplicirt ein Viel- 
faches diefer Grösse, etwa das pfache derfelben liefert, fo 
dass alfo 

Qx = QX 

istj fo nenne ich den Koefficienten g (mag q nun reell oder 
imaginär fein) eine Hauptzahl des Bruches Q, und das Ge* 
biet, welchem alle Grössen x angehören, welche jener Glei- 
chung genügen , das zu der Hauplzahl ( gehörige Hauptgebiet. 

388. Aufgabe. Die Hauptzahlen und die zugehörigen 
Hauptgebiete eines Bruches zu finden. 

Auflöfung. Es fei q eine Hauplzahl eines Bruches Q 

mit n Nennern Ci, 62,- ••On; und fei x = J^Xaea eine von 
Null verschiedene Grösse, welche mit Q multiplicirt ihr jaches 
liefert, fo hat man 

Ox = QXy d, h. Cq — 0)x = 0. 
Setzt man hierin statt x feinen Werth, und fetzt 
(a) (? — 0)ea = Ca, 
fo erhält man 

(b) = ^XaCa. 



Da BVR X von UM yerichleden irt, (o wass auch min- 
deslens eine der Zabieii Xi , • • • x^ von Null verschieden Tein, 
ailo (nach 16) zwischen Cf , • • • c^ eine Zahibeziehung statt- 
finden, folglich (nach 61) ihr kombinatorisches Produkt null 
fein, alfo 

(c) = [CiCj cj, 

d. h. (nach 384) der Potenzwerth des Bruches q — muss 
null fein. Umgekehrt, wenn diefe Gleichung (c) erfüllt wird, 
fo gilt (nach 66) auch eine Gleichung der Form (b), alfo 
giebt es dann eine Grösse x ^ 0, welche der Gleichung Qx 
= ^x genügt, d. h. q ist dann eine Hauptzahl. Setzt man in 
der letzten Gleichung statt Ci ^ C2 , • • • ihre Werthe aus (a), 
fo erhftlt man 

= [(?ei — Oei)(?e2 — Qej)- • • -(je^ — OeJ], 
oder indem man die Klammern löst 

(d) aoP^-Oiß^-^ + aap'*-' +(-l)X = 0, 

wo Or aus dem Produkte [eie^- • -ej dadurch hervorgeht, dass 
man auf alle möglichen verschiedenen Arten r der Grössen 
Ol, 62,- ••On in die entsprechenden Grössen Qe^, Qe2,-**0en 
umwandelt, wfihrend man die jedesmal übrigen unverändert 
Iftsst. Die n Wurzeln q\,'' q^ diefer Gleichung (d) find alfo die 
gefuchten Hauptzahlen; ihr Produkt ist nach dem Neutonschen 
Satze gleich a^ : Oq , d. h. gleich dem Potenzwerthe von Q 
(nach 384). Die Grössen x und dann durch die Gleichung 
(b) bestimmt. Nach diefer Gleichung stehen c^ , Cj , • • • c^ in 
einer Zahlbeziehung zu einander. Folglich Iflsst fich (nach 
17) aus den Grössen Ci , • • • c„ ein Verein von weniger als 
n Grössen, etwa Ci, C2,***Cn^, ausfondern, welcher keiner 
Zahlbeziehung unterliegt, und aus welchem die übrigen Grössen 
(<^m+i9'* <^n) numerisch ableitbar flnd; dann aber lässt fich 
der Bruch q — Q, dessen zu den Nennern Ci,- • -0^ gehörigen 
Zähler (nach a) Cj ,« • »c,^ Tmd, (nach 386) auf die Form bringen, 
dass unter den Zählern n — m derfelben null werden; die 
zugehörigen Nenner feien ^m+iy' " ^n» ^^ haben (nach 386) 
alle aus ao^4.|,-**an ableitbaren Grössen x, aber auch keine 
andern, die Eigenschaft, dass (^— 0)x = fei, d.h. dass 
Ox=3^x wird, d. h. alfo, das Gebiet aBi<fi****an ist das zu 
der Hauptzahl q gehörige Hauptgebiet. Alfo: 
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„Jeder firoch^Q mit n Nennern hat n Hauplaahlen und 
zwar find diofe die Wurzeln q der gleichbedeutenden Glei*- 
chungen c oder d, das Produkt diefer n Wurzeln ist gleich 
dem Potenzwerthe von Q, und das zu der Hauptzahl q ge- 
hörige Hauptgebiet ^erhält man, indem man (nach 3S6) ^ — 
als einen Bruch darstellt, von dessen Zfthlern einer oder 
mehrere null find, während die übrigen Zähler in keiner 
Zahlbeziehung zu einander stehen; dann ist das Gebiet der- 
jenigen Nenner dieres Bruches q — Q, deren entsprechende 
Zähler null find, das verlangte Hauptgebiet. ^ 

389. Wenn die n Hauptzahlen ^i,"*^^ eines Bruches 
alle von einander verschieden find, To find die n zuge- 
hörigen Hauptgebiete alle von erster Stufe und stehen in keiner 
Zahlbeziehung zu einander. 

Beweis. Nach 388 lässt fich zu jeder der Grössen 
Qir ' Qny ^' B. zu Qfj eine von Null verschiedene Grösse erster 
Stufe finden, welche mit Q multiplicirt ihr ^r-f&^hes liefert. 
Es feien ai,*'«an diefe Grössen, fo dass Qa,=:(,a, ist. An- 
genommen nun, ai,*-*aQ ständen in einer Zahlbeziehung, fo 
müssten fich aus ihnen (nach 17) m Grössen, etwa ai,-**8,n9 
ausfondern lassen, die in keiner Zahlbeziehung zu einander 
ständen, und aus denen jede der übrigen, z. B. a,, numerisch 

ableitbar wäre. Es fei a^^Oiai H cLg^^mt fo muss, da a^. 

von Null verschieden ist, auch mindestens einer der Koef- 
ficienten Oi , • • • o^ von Null verschieden fein. Es fei dies z. B. 
et}. Nun hat man 

da nach der Vorausretzung Qa^^^rar ist? alfo wird 

«iftai -i (^Qm^m = Oa, = Qrf^r 

folglich find (nach 29) die entsprechenden Koefficlenten gleich, 
namentlich a^Qi = aiQ^, d. h. da a^ ^0, ist ^, = ^^ , was gegen 
die Vorausfetzung ist. Alfo können ai , • • • a^ in keiner Zahl- 
beziehung zu einander^ stehen. Folglich kann auch keins der 
Hauptgebiete von höherer als erster Stufe fein. Denn wäre 
z. B. das zu ^1 gehörige Hauptgebiet von höherer Stufe, fo 
müsste dies Gebiet mit dem Gebiete (n — l)-ter Stufe der 
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6rö8SM 8] • • • a^ (nach 28) mindeslens ein GebM 0» ter Stnfo 
gemein haben. Es Tai c eine (von Null verschiedene) CrftMa 
dlefes gemeinschafUichen Gebietes , fo wlire e aus 82,*- a^ 
numerisch ableitbar, und würde fich doch, da es in dem z« 
^1 gehörigen Hauptgebiote liegt, in fein ^-faches verwandeln, 
was als unmöglich nachgewiefen ist. 

390. Aufgabe. Den Fall gleicher Hauptzahien zu 
unterruchen. 

Auflöfung. Wenn man die Bezeichnungen der vorher- 
gehenden SStze festhält, fo hat man (nach 388) 

(a) [ciCj cj =0, wo 

(b) c, = (e-0)e,. 

Es find alfo Cj, C2,- • 'C^ die zu den Nennern Oi, 02,- • -ej^ 
gehörigen Zähler des Bruches Q — Q, und die Gleichung (a) 
Tagt aus, dass das kombinatorische Produkt der n Zähler null 
fei, d.h. dass der Potenzwerth von ^ — null fei. Es be- 
halten nach dem Obigen die Gleichungen (a) und (b) ihre 
Bedeutung, wenn man statt der Nenner ei,*«en beliebige n 
in keiner Zahlbeziehung zu einander stehende Grössen erster 
Stufe fetzt. Die n Werthe von ^, welche der Gleichung a 
genügen, find (nach 389) die n Hauptzahien von Q. Wenn 
nun mehrere, etwa a, derfelbeh gleich a find, fo heisst das 
alfo, dass die Gleichung (a) für q im Ganzen a Werthe dar- 
biete, welche gleich a find. Wenn aber ein Werth von q 
gleich a ist, fo lässt fich (nach 388) eine von Null verschie- 
dene Grösse erster Stufe ai finden, welche mit Q multiplicirt 
ihr a-fachcs liefert. Es fei diefe Grösse ai=:xie, + • • x^e,, 
fo muss von den Koefficienten Xi,*-*Xj^ mindestens einer 
von Null verschieden fein, weil fönst, gegen die Annahme, 
ai felbst null wäre. Es fei x^ von Null verschieden , fo stehen 
(nach 19) a^, 62,* «-en in keiner Zahlbeziehung zu einander, 
können alfo nach dem Obigen statt Ci, 02,* '-en in die Glei- 
chungen (a) und (b) eingefetzt werden; dann wird Ci = (p— 0)at 
= Q^t — Oai = ßai — aai (nach Annahme) = (^ — a)ai und die 
Gleichung (a) verwandelt fich in 

(e - a)[aiC2 cj = 0. 

Wir wollen annehmen, man habe, wenn die Gleichung 
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(a) im Gancen a Wurzdn ^sssa bal^ nadi and nach die Glei- 
ehoiig (a) noch in die Formen 

(f — a)'[aia2C3 . • . «cj = 
n. r. w., endlich in die Form 

(c) (?— ay[ataa.--a,c,fi--.oj = 
umwandeh, wo r < a ist, und zw.ar fo, iass 

Qai s= aai,[ai -Oas] = aCa^aa] u. T. w., endlich 

(d) [aiaa • • • a,_i • QaJ = ataiaj aj 

Tei und die n Grössen ai,*-ar, 6,4.1, •••0^ in keiner Zahlbe- 
ziehung zu einander stehen , To lässt ilch zeigen, dass man 
diefe Umwandlungen auch fo weit fortfclzen könne, bis end- 
lich r = a werde. In der That, (0 lange noch r kleiner ist 
als a, d. h. es noch mehr als r Wurzeln ^ = a giebt, welche 
der Gleichung (0) genügen, fo ist aus der Theorie der Glei- 
chungen bekannt, dass, wenn man jene Gleichung durch (^q — a)' 
dividirt, der Quotient noch eine Wurzel ^ = a darbieten müsse, 
d. h. es muss noch 

(ö) [ai a^+i cj = 

rein, für Q = a. Es Teien dr^^i,- • - -d^ die Werthe, in welche 
Cr4.i,*--Cn übergehen, wenn man in den letztern a statt q 
Tetzt, To erhftit man 

(f) [ai aA+i dj=0, wo 

(g) dr-fi = (a- 0)er+i,---,da = (a — 0)ea 

ist. Diefe Gleichung g Tagt aus, dass zwischen den Grössen 

ai,*-a„ dp-j.! • • • d^ eine Zahlbeziehung herrscht (nach 66). 

Es fei 

(h) «lai -\ a,a, + a^+id,+iH aj^ = 

der Ausdruck diefer Zahlbeziehung, fo muss einer der Koef- 
ficienten dr+W"^ ^on Null verschieden fein; denn wenn 
fie alle Null wSren, fo würde zwischen ai,**a, eine Zahl- 
beziehung herrschen, was gegen die Yorausfetzung streitet. Es 
fei etwa 0,4-1 von Null verschieden, und fei 0,4-1 0,4-1 + • • • 0^0^ 
= a,4-i gefetzt, fo stehen (nach 19) ai,«-'a,4-i, e,4-j,--«ea 
in keiner Zahlbeziehung zu einander, können alfo statt Oi,* • -e,^ 
in die Gleichungen (a) und (b), oder statt ai,- • «a,, 0,4.1,- • 'e^ 
in die Gleichungen (c) und (d) eingefetzt werden, fo dass 
alfo nun 0,4-1 = (p -— 0)a,4-i gefetzt werden kann. Ferner 
ist dann 
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(a— 0)ar+i = «r+i(«— 0)er+i H + «»(«— 0)e. 

= a^^tir+t + • • • + ««4 [n«ch g] 
= - Oitii — • ... — Opiij [oach h]. 

Aifo ist 

08,41 = «l«! 4 f- Mr + ««r+l- 

Folglich 

[ai- • •a,-0ar+i]==[a4.- • • -«rCoiai H ^^r+ ««i+i)] 

0) ==a[ai a,a^i] [67]. 

Nun rollte, wie oben gezeigt, 

Cr+i = (? — 0)ar^i = ?aH-i — Oa^fi 
fein, alfo wird 

[ai a^Cr+i] 

= ^[ai a^a^i] — [aj- • -a^-Oar^^] 

= q[bi 8,4-1] — a[ai a^-i] [nach i] 

= (e — «)[ai a,+i]. 

Setzt man dies in die Gleichung (c) ein, fo erhalt man 
(k) (q ~ a)'+ ^[aiaa • • • a^-iCH-a • • • • c J = 0, 
d. h. die Gleichungen (c) und (d) bestehen noch fort, wenn 
man, fo lange noch r -< a bleibt, in ihnen r + 1 statt r fetzt, 
folglich bleiben fie noch bestehen wenn r == a wird , d. h. 

„Wenn unter den Hauptzahlen des Quotienten mehrere, 
und zwar a einander gleich und zwar =a find, fo lassen fiek 
a Grössen erster Stufe ai , • • • ^ aa von der Art finden, das» 
diefe mit n — a der Grössen ei,**«en, etwa mit Oa^i,- •• .0^, 
in keiner Zahlbeziehung stehen, und 

(*) Oai =aaj,[ai'0a2] =«[8182] u. f. w., endlich 
[aiaa • ' • • 8«-i • Qaa] = a[a,aa • • • • aa] 
fei, dann wird die Gleichung für die Hauptzahlen q folgende: 
(**) (? - «)"[aia2 aaCa+i cj, wo 

für jeden Index r von a + 1 an bis n ist.^ 

Es kommt nun darauf an, die zu den Nennern ai,««*an 
gehörigen Zähler des Bruches zu finden. Zunächst isl der 
zu dem Nenner ai gehörige Zähler nach dem Obigen gleich 
aai. Es fei der zu dem Nenner a, gehörige Zähler x, d. h. 
Qa, = x, fo hat man (aus *) 

[8182 • • • ar-ix] = a[aia2 • • • aj , 



d. h. [aiSa • • • a,-i(x — aa,)] =s , 

airo bBsleht (nach 66) zwischto den Grössen ai, a2,«--ar-.i, 

X — aa, eine Zahlbeziehung, d. h. es ist 

X — aaj = a'r, 
wo a'r irgend eine aus ai, a2,*«*ar.i numerisch ableitbare 
Grösse ist, und man erhftit x^aa, -f a',? d. h. 

0) Oar = aa, + a'p,. 
wo a'r eine Yieirachenfumme von ai, a2,*- ar-i ist. 

Es werde nun das Produkt von mit irgend einer aus 
ai,*-*aa numerisch ableitbaren Grösse p unterfucht, und zwar 
fei p = axai +• • 'Mr, wo r = <: a, und a, ^ ist, fo hat 
man 

Op = Ö(aiai -\ «pöp) 

= «lOfli + • • • • a^Oa, 

= Oittai • • • • o^aar + P' [nach 1], 

indem p' eine Yielfachenfumme von ai, aj,*« ar^i darstellt, 

= «p + p', d. h. 
,,Die durch die obige Gleichung (*) bestimmten Grössen 
ai, 82,* '«aa haben die Eigenschaft, dass jede Yielfachenrurane 
derfelben der Gleichung 

(****) Op = ap+p' 
unterliegt, wo, wenn p aus den r ersten jener Grössen ableit- 
bar ist, p' aus den (r — 1) ersten derreiben ableitbar ist.^ 

Es leuchtet unmittelbar ein, dass wenn von den Grössen 
a'29 &'»**' der Gleichung (1) mehrere, etwa die Gritesen a'a, 

• ••a^r, null find, dann jede Yielfachenfumme von ai,---*ar 
fich durch die Multiplikation mit Q in ihr a-faches verwandelt, 
und alfo das zu a gehörige Hauptgebiet von Q (fiebe 387} 
von r*ter Stufe ist. 

Wenn unter den Hauptzahlen von Q nicht nur a derfelben 
vorkommen, welche gleich a, fondem auch b, welche gleich 
ßy t, welche gleich y find u. f. w., wo a, ßj y,*** alle von 
einander verschieden find, fo lassen fleh nach dem Obigen 
i in keiner Zahlbeziehung zu einander stehende Grössen b^, 

• • • b» von der Art angeben, dass jede Yielfachenfumme q 
von bi,- • -bb der Gleichung Qq=^ßq + q' genügt, wo, wenn 
q aus dem m ersten jener Grössen ableitbar ist, q' aus den 
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(m — 1) ersten derrdben ableitbar kil, und eb^(b lasisen fielt 
c in keiner SahlbeKlehung' zu einander stehende firdssen Ci, 
» • • Cc Ton der Art angeben , dass jede Vielfiichenftimme r Von 
Ci,'««Cc der Gleichung Or = yr + r' gentige, wo, wenn raus 
den m ersten der Grössen Ci,*--Cc ableitbar ist, r^ ans den 
m — 1 ersten derrelben ableitbar ist u. f. w. Es Iftssl fieM 
zeigen, dass dann die Grössen ai,*-*aa, bi,-*-bt, Ci,-**Cc in 
keiner Zahlbeziehung zu einander stehen, und alfo als Nenner 
des Bruches Q gefetzt werden können. In der That nehmen 
wir z. B. an, dass zwischen den Grössen ai,« • • «aa, bi,* • -b^, 
Ci,* - -Cm-i noch keine Zahlbeziehung bestehe, aber nun zw!«* 
sehen diesen Grössen und der Grösse Cm eine Zahlbeziekung 
hervortrete, fo wird diefe die Form haben 

(m) p + q4-r = 0, 
wo p eine Yielfachenrumme von ai,-«*aa, q eine Vielfachen^ 
fumme von bi,*--b(, r eine Vielfttchenrumme von Ci,«*>Cni 
ist, alfo wird auch 

= 0(p + q + r) 
fein. Dies ist aber, wie oben gezeigt, 

== ap + P' + /»q + q' + yr + r', 
oder, indem wir statt r Teinen Werth = — p — q aus der 
Gleichung (m) Tetzen, 

= (ce-y)p + (i^-y)q + p' + q' + r'. • ^ 
Da nach dem Objgen r' aus Ci,**Cm-^i numerisch ab-* 
leitbar ist, To find alle in diefcr letzteren Gleichung vorkom- 
menden Grössen aus den nach der Annahme in keiner Zahl- 
beziehung zu einander stehenden Grössen ai,-*-a«, b|,,«**b»| 
C|, •••€»-! numerisch ableitbar. Die rechte Seite der ietitaa 
Gletehung wird fieh alfo als Vielfachenriimme der lelitfe« 
nannten Grössen darstellen lassen , und da die linke Seite nult 
ist, fo werden (nach 28) alle einzelnen Koefücienten diefer 
Yielfachenfumme null fein. Wenn nun p von Null verschie- 
dea, etwa =Xiai +• . • -x^b^ wäre, wo x^ ^ ist. So wttrde 
p' nach dem Obigen aus at,"«*as^i numerisch ableitbar fein, 
folglich würde a^, da es auch in q, q', r', nicht enthalten 
ist, in jener gleich null gefetzten Vielfachenfumme nur ein- 
mal vorkommen, nämlich mit dem KoefBcienten (a-->y)Xs ver- 

17 
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bmidw; 4iefor Bifi9ite alfo aull fein, was unmoglicb hi, da x^ 
nßfik dar Anaahne ungleich null, und a un^^eich y urt. Falg« 
Ucb ist die Annahme, daae p vpn Null veracbieden fei, vnoarög- 
ych, d. h, p isl gleich null, aus gleichem Grunde ist q = 0. 
Penn aber folgt aus der Gleichung (m), dass r = ist« Da 
«nin aber die Grössen at9-**a« in keiner Zahlbeziehung zu 
Siinavder stehen, fo folgt aus p = 0, dass alle Koerficienten 
4e& Ausdruckes y durch welchen p aus ai^'-a« abgeleitet ist, 
mU find, und dasfelbe «folgt für q und r. Alfo enthält die 
Gleichung (m) gar keinen Ausdruck der Zahlbeziehung; es 
findet alfo eine folche zwischen den Grossen äi^'-aa» bi,«-« 
h»9 Ci,*«*Cc>"* gar nicht statt , was zu zeigen war. AUb 
„Wenn die Gleichung 

[(?ei — OetXpea — Qea) tee„ — Oe„)] = 0, 

welche in Bezug auf q vom n-ten Grade ist, a Wurzeln =c^ 
h Wurzeln, ^=^ß u. f. w. darbietet, wo a, ^,- • • von einander 
verschieden find, fo kann man n in keiner Zahlbeziehong zu 
einander stehende Grössen ai,- • • -aa, b2,* • * *b»,« • • • von der 
Art angeben, dass wenn p eine Vieifachenfummeder m erstea 
unter den Grössen ai, • • • a« , oder unter den Grössen b^, - • • • b b, 
oder unter den Grössen irgend einer folgenden Gruppe ist, 
dann Op ini ersten Falle = ap -f p^, im zweiten = ^p + P' 
u. f. w. fei, wo p^ aus den m— * 1 ersten Grössen dcrfelben 
Qrvppe numerisch ableitbar ist.^ 

Anni. 1. Wenn unter den Wurzeln q ein Paar oder mehrere 
Paare imaginärer Wurzeln vorkommen, fo ändert das in den gewon- 
nenen Kefnltaten nichts, da die Beweisführung ebenfowohl für ima- 
ginäre wie für reelle Wurzeln gilt. Es hat überdies nicht die geringste 
Miwierigkelt , die aus imoginären Wurzelpaaren fliessendeii Bestim- 
unttgen. in reell« Farm omeufetzen, was ich daher dem Lefer aber- 
l»aa^. 

A n m. 2. Die im Obigen entwickelten Gefetze find für die Theorie 
der geometrischen Verwandtschaften von Wichtigkeit. In der That 
steMt jeder Quotient, wenn er nicht mehr als vier Nenner enthält, 
gooBictriBch gedeutet eine bestimmte kollineare Verwandtschaft dar, 
i^i d^r Art, da^s jedes Punktfystom mit dem Quotienten muliiplj«;irt 
ein dei» erstereu kollineares Punktfystem liefert , und umgekehrt Iftsst 
fich' jedes einem ursprünglichen Punktfystem kollinear verwandte 
Panktfystem aus jenem durch Multiplikation mit einem Quotienten 
ableiten. Der Quotient gewährt nun vor jeder andern analytischen 



Einkleidang jener Yerwaodtschaft den V«rthe&l, 4m88 fleh ^le wefent- 
licben Eigenthttmlichkeiten der Verwandtschaft »n ihm «uf die ein- 
fachste Weife fymbolisch darstellen. Sind b. B. die vier Haaptzahleii 
eines Qaotienten mit vier Nennern alle reell und TOn einander yer- 
schieden, fo bieten je xwei kollinear verwandte Panktfysteme im 
Räume, welche durch jene Quotienten dargestellt werden können, 
vier^unkte dar, von denen keine drei in einer Ebene liegen, nad 
welche mit den ihnen entsprechenden snfammeaikllea, und ausser, 
diefen giebt es keinen fünften Punkt , welcher mit dem Ihm entsprechen* 
den Punkte des andern Systems zufammenf&Ut. Ebenfo enthalten die 
vorhergehenden Sätze die befonderen Beziehungen kollinearer Ver- 
wandtschaft für die Fälle, wo mehrere der Hauptzahlen des zugehö* 
rigen Quotienten einander gleich werden. Die speeieilen geometrisobea 
Verwandtschaften, welche der KoUineation untergeordnet find, gehen 
durch speclelle Annahmen hervor.^ So z. B. die Affinität durch die 
Annahme, dass den unendlich entfernten Punkten jedes Systems auch 
unendlich entfernte Punkte des andern entsprechen. Femer die Gleich- 
heit durch die Annahme , dass ausserdem das Produkt der HauptzahleB) 
d. h. der Potenzwerth des Quotienten gleich eins fei, die KoBgmena 
durch die Annahme, dass die entsprechenden Strecken gleich lang 
fein follen (d.h. entweder =1, oder := — 1, oder ^ cos. a -|- i An. a)| 
die Kongruenz verwandelt lieh in die Symmetrie, wenn das Produkt 
der Hauptzahlen ^ — 1 statt -f* 1 wird. Endlich die AehnÜehkeit geht 
aus der Affinität hervor durch die Annahme, dass die entspreehe&den 
Strecken numerisch in gleichem Verhältnisse stehen. Wir beteaehtei 
nun im Folgenden noch eine specielle Form des Quotienten, welche 
mit der Verwandtschaft der Rcciprocität in engster Beziehung steht. 

991. Wenn ein Bruch Q die Eigönschaft hü, datts für 
beliebige voa Null verschiedene Grössen ersler Sittfe a and h 

(a) [Oalb] = [Ob|a] und [Oa|a] ^ 
ist, fo lassen fich stets n in keiner Zahlbeziehung su eiaamier 
stehende Grössen erster Stufe Ci,***C|| von der Art findw^ 



(b) [Oe,|cJ = 

ist, fobaid r von s verschieden ist. Ferner find dann (Ue ii 
Hanptzahlen des Bruches alle reell, und unter ihnen fo 
viel poßtive, als es unter den Produkten 

(c) [OC||C|],-...[OcJcJ 

pofitive giebt. Endlich lassen Tich stets n 2u einander nor- 
male Grössen Oi,- • -Oq von der Art Anden , dass jede derrel- 
ben mit tnuitiplicirt ein Vielfaehes derfelben Uefer!, alfe 



(li) 0<>r = eA> wo 

Ce) [e,!e,l=0 
ftir jedes von r verschiedene s. 

Beweis. Ich zeige zuerst, dass fleh n Grössen C|,- -0^ 
der verlangten Art finden lassen. Es genagt zu zeigen , dass 
Re der Gi«ichung (b) für den Fall genügen, dass r <^ s ist, 
denn da nach der Vorausfetzung (a) [Ocjcg] = [OCa|cJ ist, 
fo folgt dann, dass die Bedingung auch bestehen bleibt, wenn 
umgekehrt der erste Index grösser ist als der zweite. Wir 
Tetzen der Kürze wegen Qc^sky, To zeige ich zunächst, dass 
man n von null verschiedene Grössen erster Stufe Cj,«*«Ca 
finden kann, welche den Gleichungen [k,|cj==:0, für jedes r 
-< s genügen. Nach 189 können wir diere Gleichungen auch 
schreiben [cjkj = 0. Zunächst wählen wir für c^ eine be- 
liebige (von Null verschiedene) Grösse (erster Stufe). Dann 
miiss C2 der Gleichung [c2|ki] =0 genügen, d. h. c, mnss zu 
kl normal fein (nach 152), oder anders ausgedrückt, C2 niuss 
dem Gebiete {ki, welches von n —- 1-ter Stufe ist, angehören. 
Im Uebrigen fei C2 willkürlich. Ferner muss C3 den Glei- 
diungen [Cslkj = [c3{k2] =0 genügen, d. h. C3 muss den 
Gebieten |kx und |k2 angehören, alfo dem ihnen gemeinschaft- 
lichen Gebiete, diefes ist (nach 25) mindestens von (n — 2)-ter 
Stufe, in ihm fei C3 willkürlich. Aus gleichem Grunde muss 
C4 den Gleidiungen [c4|ki] = [C4|k2] = [C4|k3] = genügen, 
sdfo demjenigen Gebiete angehören, was den drei Gebieten 
(n — l)-ter Stufe |ki, {k,, {k^ gemeinschaftlich ist, dies Gebiet 
iilt nrindestons von (n — 3)-t«r Stufe, in ihm fei c« ivitikür- 
lieh, «nd fe fahre man fort. Endlich c,^ muss den Gleichungen 

[Cjkj = [Cjk2] =..-.= Klkn-l] = 

genfigen, d. b. c^ muss den (n — 1) Gebieten (n — l)-ter 
Stufe |ki, |k2,*-*{kn.i angehören, diefe haben mindestens ein 
Gebiet erster Stufe gemeinschaftlich, in diefem fei c^ beliebig 
(aber von Null verschieden) angenommen. Somit haben wir 
jetzt n von Null verschiedene Grössen, welche den Gleichun- 
gen [cjkj = 0, d. h. = [k,|c,] = [Oc,|cJ zunächst für jedes 
r <r 8 genügen , alfo auch nach Gleichung (a) für jedes von r 
veraelriedene s. Es ist noch zu zeigen, dass ^w-c^ in 



keiner Zahlbesiehung su einander stehen. Angenommen, es 
lierrschte zwischen ihnen die Zahlbeziehunf XiCi -f-* ' * -f^^n 
=:0y wo mindestens etner der KoefBcienten , z, B. x^ Yon NoU 
verschieden isl, To hiUe man 

= [0c,'(x,ci + • • •x.c J] = x,[Oc,K] , 
weil alle übrigen Produkte null find, Mo hätte man, da x, 
^ ist, [OCr|cJ=0, was gegen die Vorausfetming (in a) 
streitet , alfo ist es nmnöglich , dass Ci, • • • c^ in einer Zahlbe- 
ziehung au einander stehen. Nun fei [QCr|cJ=sOy, und a, 

= c, : yog gefetzt. Dann bilden die Grössen ai, • • • • a^ einen 
Verein, welcher den Begingungen 

(0 [OarK]=0, 
wenn r ^ s, und 

untc^rliegt, und zwar ist a, reell, wenn [Oc,|cJ pofitiv ist; 
hingegen ist a, einfach imaginfir, d. h. als Produkt einer reeHen 
Grösse und der Quadratwurzel aus — 1 darstellbar, wenn 
[OOrlcJ negativ ist. Es Tind alfo unter den Grössen ai,***aB 
fo viel reelle, als unter den Produkten [Oci|ci],« * *[OCa'eJ 
pofitive find. Ich will jeden folchen Verein ai,« • an, welcher 
den Gleichungen f und g unterliegt, und in welchem jede 
der Grössen a^, • * • a^ entweder reell oder einfach im'aginftr ist, 
der Kürze wegen einen konjugirten Verein nennen. Es zeigt 
fich nun, dass ein folcher Verein bei circulftrer Aendemng 
der darin vorkommenden Grössen wiederum ein folcher Verein 
bleibt, und zwar fo, dass die Anzahl der reellen unter den 
n Grössen in dem einen Verein eben fo gross isl wie in dem 
andern. Hierbei will ich unter circulftrer Aendemng zweier 
Grössen a^ und a2, wenn beide reell, oder beide einfach ima* 
ginftr Hnd, den Uebergang derfelben in zwei andere Grössen 
b| und bj verstehen, von denen 
(h) bi = xai + yaa 
ba = X82 — yai 
ist, während x und y beide reell find, und die Summe ihrer 
Quadrate eins ist, alfo 

x^ + y« = l. 
Hingegen wenn von den beiden Grössen ai und a^ die eine 
reell, die andere imaginftr ist, fo foll 
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bj = xa^ — yisa 
fein, wo i t= ^ — 1 , x und y beide reell find, «nd x* — y*, 
d. h. x^ + (yi)'= 1 ist, oder anders ausgedrückt, die Glei- 
chungen (h) steilen jede circulftre Aenderuiig von ai und 83 
dar, wenn x immer reell, y aber nur dann imagiuMr und 
zwar einfach imaginfir ist, wenn von den Grössen ai und ai 
die eine reell und die andere einfach imaginär ist. Es leuch- 
tet unmittelbar ein, dass auch bi und bj beide reell, oder 
beide einfach imaginär flnd^ oder eine derfelben reell, die 
andere einfach imaginär ist, je nachdem dies für a^ und as 
der Fall war, und dass alfo die Anzahl der reellen Grössen 
des Vereins bei der circulären Aenderung diefelbe bleibt. 
Ferner wird für jedes r >^ 2 ^vermöge der Gleichungen h 

[Ob||aJ = x[0ai|aj + y[0a2|aj = 0, 
da [OailaJ und [OaajaJ (nach f) null find, aus gleichem Grunde 
ist dann 

[Ob2laJ = 0. 
Ferner ist 

[Obilb,] = x^COailaa] - y^[0a2!a,] + xy([Oai|a,] 
- [0a2|a2]), 
oder da [Oaija»] ==[0«2|ai]=0, und [0aijai] = [0a2|a3]=l ist, 

[Obt Kl = 0. 
Ferner ist 

[ObiW = x^[Oai|ai] + y^[0a2|a2] + 2xy[0at|a2] , 
oder da [Oai|a2] null, [OailaJ = [0a2|a2] = 1, und x* + y' 
:s 1 ist, fo wird 

[Obi|b,] = l, 
und aus gleichem Grunde [0b2|b2] = 1. Alfo genügt der 
Verein, wekher aus ai, 9^29- "K durch circuläre Aenderung 
zweier Grössen hervorgeht, noch immer den Gleichungen f 
und g, alfo auch jeder Verein , welcher aus ai, a2,'**an durch 
wiederholte circuläre Aenderung hervorgeht. 

Ich seige nun, dass wenn irgend zwei der Gröss^i ai, 
' '^ny ®^^a ai und 82 noch nicht zu einander normal find, 
man fie durch circuläre Aenderung normal zu einander machen 
kailii , wid dass dabei das Produkt der numerischen Werihe 
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diefer firdsseii jedesmal obniinnil. In der Th«l roHen b^ und 
bs SU eittand« normal Teilt, d. h. (nach iii) [biJbaJsO Tein* 
fo hi^ man (nach h) 

= [(xai + ya2);(xa2 -* yaO] 

= x«[ai|a2] ~ y'[at|aj] + xyCa^* - a^*) 

2=x^— y* — S^xy, 
wo y = (ai* — aaO-äCailaj] fei, hieraus folgl 

Sind nnn ai und a^ beide reell oder beide etofach imaginär, 

X 

fü ist Y reell, alfo auch — reell, alfo können wir dann x und 

y beide reell annehmen , und die Aenderung ist eine circultre. 
Ist hingegen von den Grössen ai und 82 die eine reell =ar, 

die andere einfach imaginfir=r1 (wo i=F — 1), fo wird y 
= qp(r' +r'^):2i[ry], alfo 

- \ %{r\x'\ J-V'^ 2[r|r'] A^ 2[rM ^ 

^H +2[r|r^] + r'^ 2[r;rT — r^ >^ r^* 
2[r|r'] 2[r|r'] 

_ (f + rO^(r - xy 

~ 4[rjr']« 

alfo ist yi + Y^ einfach imaginär, aber aueh Yy Mo auch ibrd 
Samme, d. h. x:y; nehmen wir alfo x reell an, fb wird y 
einfach imajfinftr, aber dies war gerade die Bedingung der 
eircutören Aenderung für diofenFall, alfo lassen fiidi in ilkm 
Fällen je zwei der Grössen des Vereins, die noch nioht nor** 
mal zu einander find, durch circulftre Aenderung normal zu 
einander machen. Es ist noch zu zeigen, dass bei dietßc 
Aenderung das Produkt der numerischen Werthe der ärössed 
kleiner wird. Hierbei foll unter dem numerischen Werthe 

einer Grösse ri, wo r reell, und i = y — 1 ist, der numeri- 
sehe Werth von r verstanden fein. In diefem Sinne feien tt^ 
und Oj die numerischen Werthe von a^ und 82, und ßi und 
ß2 die von b^ und h^^ fo ist (nach 156) [aia2]' = [bibsj'j 
aber (nach 198) ist [aiaj]' = (a|a2^ln.^elaa)^ wenn Ox und 
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% reell find; dasfelbe wird nun auch der Fall foin, wenn ai 
lind af einrach imaginftr, und unter ^ataa steito der Winkel 
zwischen den entsprechenden reellen Grössen verslanden isl; 
wenn hingegen eine der Grössen ai und aa reell ^ die andere 
einfach imaginftr ist, fo wird [aia^P = — (ala2^in.^alaa)^ 
aber dann auch [bib2p = — (^^/^afin^-^bib,)*, alfo da [aiaj]* 
^[bibs]^ ist, fo ist in allen Fällen 

(Oitt^ fin. ^öiöa)^ = (ßißi fin. '^biba)^ 
Wenn nun ai und a2 nicht zu einander normal, hingegen bi 
und ih zu einander normal find, fo ist (fin.^aias)^<: i, 
(rin^^bib,)2=l, alfo (,(h(h)^<^ CßißiV, d. h. da a^, o^, ßu ßt 
pontiv find, (iia^<^ ßiß^. Alfo wenn von den Grössen eines 
konjugirten Vereins irgend zwei noch nicht zu einander nor* 
mal find, fo Iftssi fich der Verein circulär fo umwandeln > dass 
das Produkt der numerischen Werthe aller Grössen des Ver- 
eins kleiner wird. Da es nun ein minimnm für dies Produkt 
geben muss, und dies minimum nur eintreten kann, wenn alle 
Grössen des Vereins zu einander normal find, fo muss fich 
alfo durch (wiederholte) circuläre Aenderung aus dem Verein 
ai, a2«^*aa ein Verein ableiten lassen, von dessen n Grössen 
je zwei zu einander normal find. Es fei ri, Xi^'^r^ diefer 
Verein, fo genfigt derfelbe, da er aus dem Verein ai, aa,* • • 
An abgeleitet ist, wie oben bewiefen noch den Gleichungen 
f und g, und enthält eben fo viele reelle Grössen, wie der 
letftl^^ Verein, alfo eben fo viele reelle Grössen, als unter 
deii Produkten [Ocilci],- • • -[QcJcJ pofitve Produkte vorkom- 
■MO« Nun fei Ori^sx^ri +• • -x^rn, fo verwandelt fich die 
in der Gruppe f enthaltene Gleichung s=7 [Orilr^] in =r= (\xfi 
+ Xjrj +•• •Xara)|r2] = Xj[r2|r2], da alle übrigen Produkte 
[>'i|r2]9 [i*B|r2] u. f. w. wegen der normalen Beziebnng (naeh 
152) iwll find. Da nun ferner rs, alfo auch [r2|r2] von Null 
v^schieden ist, fo folgt aus der Gleichung Osx^Crafra], daaa 
x^z^Q fei; auf gleiche Weife folgt Xg f=5 0,- • • -Xn^O, alfo 
Oci = Xir|. D$mn verwandelt rieh die in der Gruppe g ent- 
haltene Gleichung l=[Oriiri] in 1 =x,[rilri] = Xtri', d. b. 
Xi ifit = 1 : ri', alfo 



and aus gleichem Grunde ist 

Or, = -jra, ... Or„=— r,. 

Seist man 

... 1 1 1 

CO rj=?ij 7j = ?2»--- z-i = Qü^ 

und fel2l r|, rs,- - •r^ als dio Nenner des Bruches 0, fo wer* 
den alfo die zugehörigen Zfthler ^iri, Qi^iy' "((jr^^i und die 
Zfthler des Bruches q — werden alfo (g — ?i)ri, (Q^-^yt^y 
*.»(g — Qn^ny ^^ Potenzwerth des Bruches ^ — Q ist (nach 
383) gleich dem kombinalorischen Producte feiner Zähler 
dividirl durch das feiner Nenner, alfo gleich (q — QiXq — ^2) 
'••(? — Qa)' I^'ö Gleichung aber, durch welche die Haupt- 
zahlen Q eines Quotienten bedingt find, drückt aus, dass der 
Potenzwerth von q — Q null fei, alfo hat man 

(? — ?iXp - 92)' •••(?-' ?n) = 0, 
d. h. 9i, ^Q Tmd die Hauptzahlen von Q, es waren dtefet- 

i i i 

ben (nach (i)) gleich -^, — , • • • • -^. Je nachdem nun r 

1 

reell oder einfach imaginär ist, ist — r- pofitiv oder negativ, 

r 

alfo kommen unter den Hauptzahlen von fo viel pontive 
vor, als unter den Grössen ri, r2,*-*rQ reelle vorkommen, 
d. h. wie oben gezeigt, als unter den Produkten [Oci|ci], 
' * * ' [Oi^n Cn] pofitive vorkommen. Alfo ist der Satz vollstän- 
dig erwlefen. 

Anm. Die Hauptzahlen des Quotienten Q und die zugehörigen 
Grössen r|, i2)*'rii lassen ilcli durch das Verfahren in 388 unmittel- 
bar finden*, es kam hier nur darauf an, die befonders einfachen Bezie- 
hungen, welche unter der speciellen Vorausfetzung, die wir für Q 
gemacht hatten, zwischen jenen Grössen hervortreten, abzuleiten. 
Gelegentlich kommt in dem oben gegebenen Beweife der Beweis des 
rogeaamiten Trägheitsgelietzes quadratischer Formen vor; aaeh läset 
fich ans ihm der Sturm'sche Satz über die W^urzeln algebraischer Glei- 
chungen leicht ableiten. Auf die Geometrie angewandt, schliesst unfer 
Satz den Sat^ ein , dass jede algebraische Oberfläche zweiter Ordnung 
drei reelle Hauptaxen enthält, und der Satz 388 lehrt diefelben unmit- 
telbar finden. 

11* 
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§. 6. Die Funktionen als extensive Grössen. 

392. Erklärung. Ich Tage, eine Funktion f Tei aus 
einer oder mehreren Funktionen f^ , f, , • • • numerisch aUeii- 
bar, wenn fich f in der Form 

f = «ifi + o^fi 4" • • • ' 
dartlellen Iftssl, wo a^ O]»*** Zahlgrössen ausdrücken, die 
entweder konstant oder doch von den Variabein der Funk- 
iienen unabhängig find, und wo das Gleichheitszeichen die 
Gleichheit für beliebige Werthe diefer letzteren Variabein 
ausragt.. 

Anm. Kachdem diele Definition iedtgeatelU ist^ beziehen lieh 
alle bisher aufgestellten Erklärnngen und Sätze unmittelbar auch auf 
Funktionen, welche hiemach als extenfive Grössen erscheinen. Es ist 
diefe Betrachtungsweife für die Funktionenlehre und daher auch fär 
die Theorie der Kurven und Oberflächen von grosser Bedeutung, wie 
fich unten zeigen wird. Auch kann ße dazu dienen, um unabhängig 
von den früheren geometrischen Entwickelungen , den Begriff der 
Addition von Punkten , Linien , Flächen u. f. w. festzustellen. Für die 
Schärfe der Auffassung ist noch zu bemerken, dass stets festgestellt 
fein mu88, welches die Variabein find, von denen die Funktionen ab- 
hängig gedacht werden foUen, und auf die fich fomit auch die obige 
Dcfinitionsgleichung bezieht. Um ein Beispiel für die befondere Ge- 
staltong der allgemeinen Begriffe zu geben, wenn Funktionen als Ein> 
heiten gefetzt werden, betrachte ich die 6 Funktionen x', y', xy, x, 
y, 1, in denen x und y die Variabein find. Diefe stehen in keiner 
ZahlbeziehuDg zu einander, da, wenn ax' + hy' + cxy + dx + ey + f 
=:0 fein foll, für jeden Werth von x und y, alle Koefficienten a, b, 
c, d, e, f null fein müssen. Wir können alfo jene 6 Funktionen als 
ein System von Einheiten fetzen. Die aus ihnen numerisch ableit- 
baren Funktionen find die Funktionen zweiten Grades mit zwei Va- 
riabein. Diefe bilden alfo ein Funktionsgebiet 6-ter Stufe. Aus 6 in 
keiner Zahlbeziebung zu einander stehenden Funktionen zweiten Grades 
mit 2 Variabein lassen fich alfo alle Funktionen zweiten Grades mit 
2 Variabein numerisch ableiten. 

S93. ErkUrnng. Es feien x und y die Koordinaten 
eines Punktes in der Ebene (oder x, y, z die Koordinaten 
eines Punktes im Räume), ferner feien f^, fj,* • »f^^ n in keiner 
Zahlbeziehung zu einander stehende Funktionen diefer Koor- 
dinaten und fei 
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d. h. X|y* • • Xn die Ableitzahlen, durch welche f aus- fi,* • • f^ 
ableitbar isU Endlich herrsche zwischen diefen Ableitzahlen 
die Gleichung 

(a) yCxi, x:j,...x,) = 0, 
To nenne ich die Gefamnitheit der Kurven (Oberflächen) f=£0, 
für welche die Ableitzahlen von f der Gleichung (a) genftgen, 
ein zu dieter Gleichung gehöriges Kurvengebilde (Flftchen- 
gebilde), und zwar ein Kurvengebilde (Flächengebiet) n-ten 
Grades, wenn die Gleichung (a) vom n-ten Grade ist. Sind 
ins Berondere T^ , fj , fj Funktionen ersten Grades von x und 
y und 

f =^Xifi + X2f2 + Xafa, 
fo bedingt die homogene Gleichung 

SP(Xl, Xj, X3) = 

ein Liniengebilde in der Ebene, und find fj, f2, fg, f« Funk- 
tionen ersten Grades von x, y, z, und 

f =Xifi + Xjfa + Xjfg -f X4f4, 

fo bedingt die homogene Gleichung 

9(xu Xa, Xg, X4) = 
ein Ebenengebilde im Räume. 

Anm. Die ganze hier eingeleitete Idee ist nicht anders als die 
natargemässe Erweiterung des Begriffs der Koordinaten, welche aas 
dem Wefen diefes Begriffs von felbst hervorgeht. Die Koordinaten 
find, auf ihre ursprüngliche Idee zuräckgeführt, die Ableitzahlen 
einer Grösse, durch welche diefe Grösse aus mehreren in keiner Zahl- 
besiehung za einander stehenden Einheiten hervorgeht. Substitairen 
wir nun diefen Einheiten Funktionen der ursprünglichen Koordinaten^ 
fo geht der obige allgemetnere Begriff hervor. Diefe Funktionen, 
welche als Einheiten gefetzt find , werden dann in der Ebene jede 
durch eine Kurve und einen Koefficienten dargestellt, nämlich durch 
die Kurve, welche alle Punkte umfasst, deren ursprüngliche Koor- 
dinaten jene Funktion null machen, und durch den Koefficienten 
irgend eines von Null verschiedenen Gliedes, der Funktion; wobei 
dann einerfeits durch diefe Funktion fowohl jene Kurve ab jener 
Kocfficient, andererfei ts durch die letzteren die erstcre bestimmt ist. 
Diefe Kurven felbst repräfentiren die räumliche Lage der Einheiten 
und diefe Koefficienten ihre metrischen Werthe. Ausser dem in dem 
Lehrfiitze angedeuteten Falle , wo fi , fs , • • • Funktionen ersten Grades 
find, werde ich hier noch den Fall betrachten, wo fi» fs)**' ^^^ 
funktionen find. 
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39 A. BrkUriinf. Die Fankltoh 

X* + y^ + /8x + yy + rf 

nenne ich eine einfache Kreisfunktion, die Funklion 

a(x« + y») + /Jx + yy + <f 
eine anfache Kretsfunklion. Und wenn f(x, y) eine Kreis- 
itittktion ist, fo nenne ich den Kreis, dessen Gleichung, bei 
rechtwinkligen Koordinaten, 

fix, y) = 
ist, den zu diefer Funktion gehörigen Kreis. 

895. Alle Kreisfunktionen find aus vier in keiner Zahl- 
beziehung zu einander stehenden Kreisfunktionen numerisch 
ableitbar. 

Beweis. Jede Kreisfnnktion ist aus den vier in keiner 
Zahlbeziehung zu einander stehenden Funktionen x^ -f yS«x, 
y, 1 numerisch ableitbar. Folglich auch (nach 24) aus be- 
liebigen vier in keiner Zahlbeztehnng zu einander stehenden, 
aus x^ 4- y^ ^9 y? 1 ableitbaren Funktionen, d.h. aus vier 
Tolchen Kreisfunktionen. 

396. Der Doppelabstand (fiehe 345) eines Punktes (x', 
yO von einem Kreife, dessen Gleichung 

f(x, y) = 
ist, wo f(x, y) eine einfache Kreisfunktion bezeichnet, ist 
gleich 

Anm. Der Beweis durch Koordinaten ist bekannt. Viel einfacher 
ist jedoch der anf dem Begriff extenfiver Grössen beruhende Beweis. 
Es pfändet fleh diefer darauf , dass, wenn p ein variabler Punkt, a 
der Mittelpunkt des Kreifee und a' fein Radius ist, 

(p — a)^ — a'» = 
die Gleichung des.Kreifes ist, und die linke Seite derfelben zugleich 
^den Doppelabstand des Punktes p von dem Kreife darstellt, was 
beides unmittelbar im Begriffe liegt. 

397. Drei Kreife stehen dann und nur dann in einer 
Zahlbeziehung zu einander, wenn fie alle drei durch die- 
felben zwei (reellen oder imaginären) Punkte gehen. 

Beweis. Es feien ff, fj, U drei Kreisfunktionen von 
X und y, ki ^ k^ > ks die drei Kreife deren Gleichungen , be- 
ziehlich 



f,=0, f2=0, f3=0 

fmd. Es fei zuerst eine Zahlbeziehung zwischen ihnen an- 
genominen, etwa 

(a)-f3=:aifi +02(2. 
Die Durchschniitspdnkte der Kreife k| und k, find nun die- 
jenigen Punkte, für welche gleichzeitig f^ und r2 nnll find; 
dann ist aber vermöge der Gleichung (a) auch fg nuU, d. Ii. 
diefe Durchschnittspunkte liegen auch in dem Kreife k,. Nun 
fei umgekehrt angenommen , dass die Durchschnittspuiikte von 
kl und k2 auch in k^ liegen. Für irgend einen dritten Punkt 
(x'y yO in ks mögen, wenn man feine Koordinaten statt x und 
y in die Funktionen fi und fj einführt, diefe beziehlich die 
Werthe ai und c^ annehmen, fo hat der Kreis, dessen Gleichung 

Oa fi — Ol fa = 
ist, mit k) ausser den obigen Durchschnittspunkten noch den 
Punkt (x', yO gemein, alfo drei Punkte, ist ihm alfo identisch, 
d. h. der Kreis k^ ist aus kj und k^ numerisch ableitbar. 

Anm. Wenn die Darchschnittspunkte der Kreife k^ und k^ ima- 
ginär werden, fo hat jeder Kreis, der diefelben beiden imaginären 
Punkte enthält , die Eigenschaft , dass fein Mittelpunkt mit den Uittel- 
punkten jener Kreife in gerader Linie liegt, und die drei Kreife die- 
felbe Linie gleidiea Doppelabstandes (gleicher Potenz nach Steiner) 
haben. 

398. Zwei Kreife haben stets eine gerade Linie des 
gleichen Doppelabstandes und drei Kreife stets einen Punkt 
des gleichen Doppelabstandes und zwar wenn f^, fj, (^ drei 
einfache Kreis funktionen find, fo ist 

f,-f,=0 
die Gleichung fftr die gerade Linie des gleichen Doppelab- 
standes von den zu fi und f, gehörigen Kreifen, und der 
Punkt, welcher durch die Gleichungen 

fi_f2==0, fj — f3=0 
bestimmt ist, ist der Punkt des gleichen Doppelabstandes von 
den drei zu f^ , f, , fs gehörigen Kreifen. 

Beweis. Für die Punkte dos gleichen Doppelabstandes 
der zu den einfachen Funktionen fi, (2 gehörigen . Kreife hat 
man (nach 396) 

^ = f,, d. h, fi -.f2=0. 
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Da aber fi und Tj einfache Kreisftinkiionen find, fo heben 
fleh in der Differenz f^ - fj die quadratischen Glieder auf und 
fi — f2 wird eine lineare Funktion, alfo fj — f2 = diö' Glei- 
chung einer geraden Linie. Für den Punkt P des gleichen 
linlüreo Abi^taudea von den drei zu fi, f^, fs gehörigen Kreifen 
hal man aus gleichem Grunde f^ = fs = fj, d. h. f| — f^zsO 
und fi — f3 = 0; alfo ist P der Durchschnittspunkt der durch 
liie letzten zwei Gleichungen dargestellten geraden Linien. 

Aiim^ Für zwei concentriscfae Kreife wird jene Linie unendlibh 
entfernt, für identische unbestimmt. Für drei Kreife, deren Mittel- 
punkte in gerader Linie liegen, wird der Punkt des gleichen Abstan- 
des entweder unendlich entfernt, oder unbestimmt innerhalb einer 
geraden Linie oder ganz unbestimmt, je nachdefn zwischen den drei 
Kreifen keine, eine, oder zwei Zahlbeziebungen herrschen, in welchem 
letztern Falle die drei Kreife identisch find. 

399. Vier Kreife stehen dann und nur dann in einer 
Zahlbeziehung zu einander, wenn fic alle vier einen JPunkt a 
des gleichen Doppelabstandes haben, und zwar stehen de, 
wenn a endlich' entfernt ist, in derfelben Zahlbeziehung zu 
einander wie ihre Mittelpunkte. 

Beweis 1. Es feien fi, fa, fs, f4 vier einfache Kreis- 
funklionen, k^, k^, kg, k4 die zugehörigen Kreife. Es fei 
zuerst angenommen, dass jene vier Funktionen in einer Zahl- 
beziehung zu einander stehen, fo dass etwa 

fei, fo muss, da alle vier Funktionen einfache Kreisfunktionen 
Tind, tti -f <^ ~f ^^3 = 1 fein* Pßi* den Punkt a des gleichen 
Doppelabstandes von drei Kreifen ki, k2, kg hat man (nach 
398) f, = fjj = fa , alfo wird für diefen Punkt 

da cti -f <^ + <^3 = 1 is^ d. h. der Punkt a ist Punkt des 
gleichen Doppelabstandes von den vier Kreifen k^, ka, ks, k«. 
' 2. Es fei umgekehrt angenommen, dass a ein endlich 
entfernter Punkt fei , welcher gleichen Doppelabstand von den 
¥ier Kreifen ki, k2, kg, k4 habe; es feien aj, 82, 83, 84 die 
ym dem Punkte a nach den Mittelpunkten jener Kreife ge- 
zogenen Strecken, und r^, r2, ra, r4 die vier Radien, und 
p die variable von a nach einem beliebigen Punkte der Kreis- 



umfUnge gezogene Strecke, To nehmen fj, Tj, fs, T« die 
Form an 

wo c) = a.' — Fs i&i. Nach 396 sielll zugleich i den Doppel-* 
abstand des Ponkies, iär welchen p = ist, d* h. des Pfmk-^ 

tes a, von dem KreiTe k^ dar. Diefer Doppelabstand ist nach 
der Yorausfelzung für die vier Kreife kj,- • k* derfelbc. Ferner 
besteht (nach 233) zwischen den einfachen Mittelpunkten der 
Kreife ki,***k4 eine Zahlbeziehung; diefelbe Zahlbezielimig 
findet (nach 222) auch zwischen den Strecken statt, welche 
von einem beliebigen Punkte nach jenen Mittelpunkten gezogen 
find, alfo auch zwischen ai, • • • a«. Es fei 

a* = aiai + aja^ + «383 
diefe Zahlbeziehung, fo muss, da die Mittelpunkte einfache 
Punkte find, Oi -}* «2 4- ^3 = 1 fein; dann hat man 

= p-' — 2[(aAai f 0282 + «303)!?] + * 

=(«1 + «a + «aXp- + i) - 2[(öiai+aaaj +«383)1?] 

= aifi + (hfi +(hh- 
3. Ist der Punkt a des gleichen Doppelabstandes unend* 

lieh entfernt, fo liegen (nach 398) die Mittelpunkte der vier 

Kreife in einer geraden Linie. Vier folche Kreife stehen aber 

stetis in einer Zahlbeziehung zu einander; denn n^aoM man 

diefe gerade Linien zur Abscissenaxe (der x), fo werden di« 

vier Funktionen fi , • • • fi von der Form 

fa = x^ + y'-2^x + <i„ 

indem das Glied mit y wegfällt. Es find alfo dann die Funk- 
tionen fi , • • ' fi aus den drei Funktionen x^ + y*, x und 4 
nnmerisch ableitbar, stehen alfo (nach 392) in einer Zahtbe* 

Ziehung zu einander. 

An m. Wenn der Paukt a des gleichen Doppelabstandes von vin 
Kreifen ansseirhalb eines der Kreife liegt, To ist der Doppelabstand 
von diefem Kreife, gemäss der Definition, poniiv, alfo auch der 
Doppelabstand von den übrigen Kreifen pofitiv, a liegt dann zugleich 
ausserhalb der übrigen Kreife. Zieht man von a die Tangenten an 
die vier Kreife, fo müssen diefe gleich fein, weil für jeden Kreis das 
Quadrat der von einem äusseren Punkte gezogenen Tangente gleich 
dem Doppelabstande diefes Punktes ist Schlägt man alfo um a einen 
Kreifl, dessen Radius gleich jenen Tangenten ist, fo werden alle vier 
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Kreife von diefem letztern Kreife feakrecb^ geschnitten. I4egt hin- 
gegen a innerhalb eines der Kreife, fo muss es auch innerhalb der 
andern liegen. Zieht man dann von a in irgend einem der Kreife 
diejenige Sehne, die dnrch a halbirt wird, fo ist das Quadrat der 
hallien Sehme gleich dem Doppelabstande des Punktes a von diefem 
Krfiife, sieht man allo in allen vier Kreifen die durch a balbirten 
Sehnen, fo mässen diefe alle einander gleich fein. Schlägt man end- 
lich um a mit der halben Sehne s einen Kreis, fo wird diefer Kreis 
von jedem der vier Kreife im Durchmesser, d. h. fo geschnitten, dass 
die beiden Durchschnittspunkte die Endpunkte eines und dcsfelben 
durch diefen Kreis gesogenen Durchmessers find. 

Man kann diesen in Durchmessern geschnittenen Kreis als einen 
fjBnkrecht schneidenden betrachten, dessen Radius imaginär =rK — i 
ist, während a der Mittelpunkt bleibt und erlangt dadurch den Vor- 
theil eines gemeinschaftlichen Ausdrucks. Unfer Satz würde dann fo 
lauten : Vier Kreife stehen dann und nur dann in einer Zahlbeziehung 
sni einander, wenn ße von Einem Kreife fenkrecht geschnitten werden, 
und zwar ist der Mittelpunkt diefes Kreifes der Punkt des gleichen 
Doppelabstandes von irgend dreien der vier Kreife, und der Radius 
gleich der Quadratwurzel diefes Abstandes. Wir können dies auch fo 
ausdrücken. Das aus drei Kreifen ableitbare Gebiet ist die Gefammt- 
hext der Kreife , welche von einem und demfelben Kreife fenkrecht ge- 
schnitten werden. In diefem Sinne stellt alTo der letztgenannte Kreis 
jenes Gebiet, d. h. das aus Kreifen erzeogbare Gebiet diitter Stufe 
dar^ während das Gebiet zweiter Stufe durch einen Verein zweier 
Punkte dargestellt wurde. 

J9UM>. Aufgabe. Den Kreis zu finden, welcher aus n 
gegebenen einfachen Kreifen durch n gegebene Zahlen ab- 
leitbar ist. 

Auflöfung. Es feien a^y 02 * * * * (^n ^i^ ^ gegebenen 
Zahlen, ihre Summe 4X; ferner fei ein beliebiger Punkt als 
Anfangspunkt aller Strecken angenommen, und feien die von 
ihm nach den n Mittelpunkten gezogenen Strecken a^, a^- • «an, 
und die n Radien feien ßi, ß%r"ßn\ ferner fei die von 
nach dem variablen Punkte gezogene Strecke r, fo find die 
n zu den Kreifen geh(yrigen einfachen Funktionen 

(r-a«)'-iJJ 
für jeden Werth des Index a von 1 bis n. Alfo ist die ge- 
fachte Krejsfunktion f, 

f = Zc^:[(r-a.)^/?J] ^ Zgg [H- 2[r |aa] +8,^ -ß \] 

= av* - 2[rlXa«a J + ^a^M - ßi\ 
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weil ^«7=« angenomineti ist. Da nun der Punkl will* 
kflrliüh ist, To können wir ibn^ wenn a nielit null ist, To 
wfthlen, dass er aus den n Mittelpunkten dur ch di e Zahlen 
aij'^'Hj^ numerisch ableitbar ist. Dann ist ^cL^\Bgs=zO und 
das zweite Glied ffillt weg. Dann wird 

f=ari + ZgaCaa^-ffl. 
Setzen wir 2^aa(ßl — nS^=^aß\ fo wird 

d. h. „der Mittelpunkt des gerückten Kreires ist, wenn die 
Summe der n gegebenen Zahlen nicht null ist, der aus den 
n Mittelpunkten der gegebenen Kreire durch die n gegebenen 
Zahlen tibieitbare Punkt, und den Radius (/}) desielben erhalt man, 
wenn man die n Doppelabstfinde des gefundenen Mittelpunktes 
von den n gegebenen Kreilen beziehlich mit den n gegebenen 
Zahlen multipiicirt, die Summe diefer Produkte durch die 
Summe der n gegebenen Zahlen dividirt, den Quotienten mit 
— 1 multipiicirt und aus diefem Produkte Ai%^ Wurzel zieht./' 
Anm. Die Behandlung des Falles, wo a = wird, ftberiasae i«h 
dem Lefer. . 

§. 6» Yerwandtsohaftexf von dem Oesichtspunkte der 
Funktionsverkaüpfimg ans betrachtet 

401. Erkiftruhg. Zwei Y^eine von Grössen nenne 

ich verwandt, wenn jede Zahlbeziehung, welche zwischen 
den Grössen des ersten oder zweiten Vereines herrscht, auch 
zwischen den entsprechenden des andern stattfindet, d. h. wann 
der Grösse 

p = aa -{- /}b -(- - • • 
die Grösse 

Pj = aai + /?bi + . • • 
entspricht und umgekehrt, wo nfimlich a, b,«*** beliebige 
Grössen des ersten Vereins und aj, bi,*-** die entsprechen^ 
den des andern, und a, /?,••• beliebige Zahlen nnd. 

402. Wenn zwei Vereine von Grössen, in denen die 

Grössen eines jeden Vereins fich aus n in keiner Zahlbeziehung 

zu einander stehenden Grössen desrelben numerisch ableilen 

lassen, einander verwandt fein follen, fo kann man beliebigen 

18 
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Ai i» keinir 2aUbezi«Iiung zu oinsnder stehenden Grössen 4eB 
einen Vereins; beUeUge n deraelben Bedingung unterworfene 
Grössün des imdern entsprechend fetzen; dunn isX zu jeder 
Grösse eines jeden der beiden Verme die entsprechende des 
andern genau bestimmt. 

Beweis. Es feien a, b,*-* n in beliebige^ in keiner 
Zahlbeziehung zu einander stehende Grössen des einen ,. und 
9iy biy**- n derfeiben Bedingung unterworfene Grössen des 
andern Vereins , fo lilsst fich nach der Vorausfetzung jede 
Qrösse p des ersten Vereins aus a^ b,-*- numerisch ableiten. 
Es fei 

p = aa + |?b -^ 

der Ausdruck diefer Ableitung, fo find (nach 29) die Zahlen 
a, /})*•' genau bestimmt, fobald p eine bestimmte Grösse ist« 
Sollen nun beide Vereine verwandt fein^ fo muss (nach 400) 
d^r Grösse p eine Grösse 

Pi=.aai + ßbi-l 

entspreciien. Es ist alfo zu jeder Grösse des einen Vereins 
die entsprechende des andern genau bestimmt. Es ist noch 
zu zeigen, dass die fo gebildeten Vereine in der That ein- 
ander Verwandt find, d. h. dass jede Zahlbeziehung, welche 
zwischen den Grössen des ersten Vereins herrscht, auch zwi- 
schen ien entspre^^henden Grössen des zweiten herrsch und 
umg^elirt«^ EsJei 

(») <fr + <rs H =0 

einet zwischen den Grössen r, s,* • • des ersten Vereins herr- 
schende Zahlbeziehung, und feien ri, Si,--- die den Grössen 
r, s,*** entsprechenden Grössen. des zweiten Vereins, fo ist 
zu zeigen, dass auch 

QTi + <^Si -!-••• =0 
fei. Selzt man in (a) statt r, s,- • • die Ausdrücke ihrer Ab- 
Miilng aus a ,. b , « ^ • • , lost die Klammern auf, und fasst die 
Glieder, welche a enthalten, in. Ein Glied zufammen u. f. w., 
fo enhttlt mnn einen Ausdruck der Form 

aa + ^b -{-••••= 0, 
KO a, ßr-* Funktionen der ^Zahlgrössen 9, ^,*;* und der 
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AMeiltegäzahleii von r, i»* • • IW. HteruMr folgt, da a, ii, 
k kisfoer Zahlbesiehung zu eiBoader stebeo, (nacb 29) 

a = 0, /» = 0, . 

Wendet aum nun dasrelbe Verfafaeren auf den Ausdruck 
^1 + ^^1 + * * * M> fo erhftlt man , da die AbleilzaUeii von 
C], 8i9*** diarelben ßnd« wie die von r, Sy**, 

ßFi -f" ifSg 4" • • • = ^ai + ß^i 4" • • • > 
wo a, /},*** diefelbe BedeutuBg haben, wie oben. Oa aber 
a, ßy*'- null find, fo erhili man 

Hfl +flrsj -f ... =0, 
d. h. jede ZaUbeuebung, welcbe zwisclim den Grösaen des 
ersten Vereins herrscht, herrscht aiueh xwiadien dei eRH* 
sprechenden des zweiten, und ebenfo umgekehrt, d, h. die. 
beiden Vereine find verwandt. 

403. Wenn man aus zwei verwandten VereiMB zwei 
neue Vereine dwlurch ableitet, dass man jedem lineaien j^ro-* 
dukt P, waa aua Grössen des ersten Vereint gebildetr iat, 
dasjenige Prodiikt ab entsprechend fetzt, welefaea auf glejehe 
Weife aus den entsprechenden Grössen des zweiten Vereinn; 
gebildet isty fo ßiid diefe beiden neuen Vereine einander gleich- 
falb verwandt; d. h. wenn r, s,--* beliebige Grö«aen des 
einen und rt , St , • • • die entsprechenden des verwandtea Vec<- 
eines find, und die linealen Prjodukte P(r, s, • • ) und ?{xu ^i^ * * - ) 
einander entsprediend gefetzt we];den, wie auch r, 8,v • ge- 
.wählt fein mögen , fo find auch die fo erhaltenen Vereine «ht-^ 
ander verwandt^ 

Beweis. Es feien a^, a^,* • • a^ Grössen des ersten Ver- 
eins, welche in keiner Zahlbeziehuug zu einander stehen, und 
aus welcher lieh alle Grössen des ersten Vereins numerisch ab- 
leiten lassen , und b^^,. bj, • • • b,^ die entsprechenden des andern, 
welche alfo derfelben Bedingung unterworfen find, und fei 

r = Z^prra = p,atH PA, s=^<r^a«, u.,f- w^ , 

aUb Cnach 40Q) 

Fl SS J^pkb«, Si »= ^cr«b«, • • •, 
fo wird ' 

E(ri,«fc-)=R=Ziet^**--Plb«,b>,-.3^ 



Da nun die Produkte lineale find, fo muM (na«h 50) 
jede Bedmgungsgleichung, welche zwischen den Produkten 
P(aa, a«,'*0 herrscht, auch bestehen bleiben, wenn man 
statt ai , a2 , • • • a^ die Grössen b| , bj , • • • b^ fetzt. Nun lassen 
Heb (nach 49), wenn p die Anzahl der Torschiedenen Pro« 
dukte von der Form F(0«) a«,---) und q die Anzahl der von 
einander unabhAngigen Bedingungsgleichungen ist, die ßimmt- 
Ifchen Produkte P(aa, ab,--*) ^^^ P **" Q derrelben, welche in 
keiner Zahlbeziehung zu einander stehen, numerisch ableiten, 
und zwar fo, dass, wenn diefe p — q Produkte bestimmt find, 
auch ffir jedes der Übrigen Produkte die Ableitzahien bestimmt 
find. Die Ausdrucke diefer Ableitung find nur von den Be- 
dingungsgleichungen abhängig^. Setzt man daher statt aj, a^,* • * 
flberali bi, bj,*-*, fo müssen, da die Bedingungsgleichungen 
bei diefer Substitution noch geltend bleiben, auch die Aus* 
drücke jener Ableitung bestehen bleiben , d. b. wenn A^, A^,- • • 
die in keiner Zahlbeziehung zu einender stehenden Produkte 
find, tue welchien fleh alle ttbri{fen Produkte der Form 
P(a(i, aib)*'*) ableiten lassen, und 

PCSft, «j,-. •) = «!, tt,e,...Ai +tta, «,»,... Aj +"• 
ist, wenn ferner Bi,B2,*'* diejenigen Produkte find, welche 
tue den Produkten Ai, A^,*** dadurch hervorgidien , 4ass 
lAan in diefen b^, bj,"* statt ai, a},*** fetzt, fo ist 

P(ba, be,--0=='ai, a,*,...Bi + «2, «,*,... B2 +•••. 
Alfo 

P(r, s, ' ' ) = 2^qa<rt ' ' '(ai, g, l,,.Äi+( h, a, v.A> + ' 
P(ri, Si, • • = X^aCTb •". '(\ ., ^,..'. Bi + 0^, ., b,...B2 + . •), 

d. h. es ist PCr, s,- • •) durch diefelben Zahlen aus A^, Aj,- - • 
abgeleitet, wie da$ entsprechende Produkt P(ri, Si,**) aus 
den entjsprechenden Produkten B^, B2,'**', d. h. (nach 401) 
es ist der Verein der Produkte P(r, s,« • •) verwandt dem Ver- 
eine der 'entspfeekend^ Pr<Mukte P(r|, Si,«**). - 

404. Man kann in zwei Vereinen, deren jeder aus n 
Grössen desfelben ableitbar ist, und welche einander verwandt 
fein foUen, in jedem beliebige n -{- i Grössen annehmen, von 
denen keine n in einer Zahtb'eziehung zu einander stehen, 
und festfetzen, dass. den n 4-1 Cl^sAcn des ersten Vereins 
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Grössen enlsprechen rollen, welche den n + i hn sw^iten 
Verein angenommenen Grossen kongruent find; dann ist zn 
jeder Grösse eines Vereines die entsprechende des andern, 
mit Aosnahme eines fir alle gleichen ZahlkoefBcienten» ge- 
nau bestimmt. 

Beweis. Es Teien Si • • • • aa+i die Grössen des ersten and 
bi' " '^n-H ^'^ ^^^ zweiten Veroinis, welche der im Satze auii- 
gesprochenen Bedingung unterworfen flnd, fo wird fich, ge- 
miss diefer Bedingung, jede der Grössen ai,«-*a|i-).i aus d«i 
dbrigen durch Zahlen ableiten lassen, welche alle von Null 
verschieden find. Denn da der Verein ans n in keiner Zahl* 
beziehung zu einander stehenden Grössen ableitbar Tein Foll, 
fo muss er auch (nach 24) aus je n diefer Bedingung iwter*« 
worfenen Grössen ableitbar fein, alfo auch jede der Grössen 
»19***^+1 aus den flbrigen, und Tollte von den Ableitfeaklen» 
irgend eine Null fein, fo würde zwischen den n übrigen, gcgeit. 
die Vorausfetzung eine Zahlbeziehung herrschen. Dasfelbe gilt 
für die Grössen b^^-'-ba+i. Nun fei ^ 

^^ \b.+t=/»,b, +..../?A, 
alfo cti , • • • «Ob} /^i r ' * '/'a <^ll® ungleich Null. 

Ferner feien Ci,-« • -0,14.1 die Grössen, welche beziehlieh 
den Grössen aj,* • -a^fi entsprechen und den Grössen b^- • '\-j-i 
kongruent fein follen. Aus diefen Kongruenzen folgt, dass 
fär jeden Index r von 1 bis n -f 1 fleh c, als Produkt von b, 
in eine Null verschiedene Zahl x, muss darstellen lassen, alfo 

(b) c, = xA. 

Da ferner Ci,- • ••0,^4.1 den Grössen a|,«-«-aa4.i fo ent- 
sprechen follen, dass die Vereine verwandt find, fo muss 
(nach 401) 

(c) C.+1 = ajCi -j o^c, 

fein. Substituirt man in (c) die Werthe aus (b) und dividirt 
mit Xb4i, fo erhftlt man 

"^n+l = "1 + • • ' • "^ ^i>ii« 

Aber aus (a) hat man zugleich 



au mtßs (tifkh 29) 



= Fl» — — — Ai- 



. HIerduroh faeslimmeii fldi alle Uafeekiuintc bis auf «iae«. 
Setzen wir x^-j-i = A, To wird 

; (d) x, = ^,...., x, = :^, x„+,=l 

«1 «n 

Wenn iiefe Bedingungen (d) etfülli Hnd, fo wird mch 
Mifekehrt die Gleichung c erfttlH. Dann Und alfe die Ver« 
^ine verwand! in Bezug auf die n 4- 1 Grössen ai • • •8^4-1 uad 
die ifcnen entsprechenden Ci*-**Cnf-i und jeder Grdsee 

entspricht die Grösse 

dd^r, tadem man slatt CfOn ihreWerlhe aus (b) und dann 
fiiati Xi--« vXn ihre Wortbe aus (d) fetzt, 

d. h. q ist mit Ausnahme eines konstanten Faktors X genau 
bestimmt. 

Anm. Es läset Tieh die Verwandtschaft zweier Yereipe, ab.g/8feh6ii 
Y0U deA metrischen Wertheo «der entsprechenden Grössen, auch i^ der 
Art ]^estinunen, dass man festfetzt, es Tollen jeden drei in einer Zahl-, 
bezlehung zu einander stehenden Grössen des ersten Vereins auch 
drei in einer Zahlbeziehnng zu' einander stehende Grössen des zwdlten 
und umgekehrt entsprechen. i)er Beweis der Identit&t diefear Beeitiai* 
mtmg .üU der (eben geg^beaen (wenn maa von den [metrisohen- Wer- 
then der entsprechenden Grössen abficht) ergiebt lieb leicht, wenn 
mau, die von liöbius in feinem barycentrlschen Calcul in j§.. 200r-206 
und befoniier^ in. §, !103 gegebene yortreffllchc Edtwickelung der Col- 
lineation auf die hier betrachtete allgemeine Verwand tscliaft übertr&gt. 

AOS. Der Raum und die Ebene lassen Geh in der Art 
einander verwandt fetzen ^ da^s jedem Punkte itn Räume ein 
kreis in der Ebene entspricht und umgekehrt. Dann ent* 
sprechen den in Einer Ebene liegenden Punkten des^ Raumes 
folche Kreife, welqhe von. Einem ynd demCelben Kreife fenk- 
recht geschnitten werden. Und zwar kann man fänf belie* 
bige Punkte des Raumes , von^ iencn keine vief ht Biner 
Ebene liegen, mit fünf^ beKebigen Kreffen der' Ebene , von 



denen keine 'Fier Von Einem Kneife feslrecftt glsdRiitten 
werden, <intsppeciend fetzen. Dann aber tat xu jeden Ptinktt 
des RanmoB der entsprechende Kreis der Ebene und un^e^ 
kehrt bestiihmt^ Jeder Satz der Stereometrie Iftsat fieh in dieboi 
Sinne auf Kreife der Ebene, und umgekehrt jeder Satz ther 
Kreife der Ebene auf Punkte des Ranmes übertragen. 

Beweis. Nach 395 ist jede Kretsfunktlon aus vier be^ 
liebigen in keiner Zahlbeziehung zu einander stehenden Kreis* 
funktionen numerisch ableitbar, und nach 232 ist jeder funkt 
im Räume aus vier beliebigen in keiner Zahlbeziehung zu 
einander stehenden Punkten numerisch ableitbar. Folglich 
kann man (nach 404), wenn die Punkte des Raumes und die 
Kreire einer Ebene zwei verwandte Vereine bHden füllen, 
fünf beliebige Punkte des Raumes, von denen keine vier in 
einer Zahlbeziehung stehen, d. h. keine vier in Einer Ebene 
liegen, und fünf beliebige Kreife der Ebene, von denen keine 
vier in einear Zahlbeziehung stehen, d. h. keine vier von 
Einem Kreife fenkrecht geschnitten werden, annehmen umf 
festfetzen, dass jenen fünf Punkten des Raumes diefe fünf 
Kreife entsprechen follen, dann ist zu jedem Punkte des Rau- 
mes, der entsprechende Kreis der Ebene und umgekehrt be** 
stimmt. Ferner, da nach dem Begrifie der Verwandtschaft 
(40i) jede Zahlbeziehung, welche zwischen den Grössen doü 
einen Vereins herrscht, auch zwischen den . entsprechenden 
Grössen des verwandten Vereins besteht^ Co folgt, dass vfrenn 

• 

zwischen vier Punkten des Raumes eine Zahlbeziehung herrscht, 
auch zwischen den vier enti^precbend^n . Kreifen eine . folcbq 
herrschen muss, d. h. wenn die vier Punkte in Einer Eb^n^ 
liegen, fo müssen die vier entsprechenden Kreife von Einem 
Kreife fenkrecht geschnitten werden. Endlich die Uebertrag- 
barkeit der Sitze folgt daraus, dass jeder Salz' des Rtfumev 
(ich vermHtelst der vier Ableitung^zahlen^ durch di^ jedeil, 
Punkt datstellbar ist, in einen analytischen Satz kleldel, imd 
diefer fleh wieder, indem man die vier Ableitzahlen als dl« 
Ableitzahlen des jenem Punkte entsprechen den Kraifes fetlirf, 
in einen Satz über Greife der Ebene verwanden Ifesst, und 
ebenfo umgekehrt. - 
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4HI6, Man fcanii in der Ebene zwei verwandte Vereine 
▼on Kreiren annehmen, und dabei fänr beliebige Kreire dee 
einen fAnf beliebigen Kreifen des andern Vereins entsprechend 
feixen, vorausgefetzt, dass keine vier der in denifelben Ver- 
eine angenommenen fünf Kreife von einem und demfeUien 
Kreife fenkrecht geschnitten werden , dann ist zu jedem 6-ten 
Kreife^ des einen Vereins der entsprechende des a,ndern be- 
stimmt, und jeden vier Krei(en des einen Vereins, die von 
Eine^i Kreire fenkrecht geschnitten werden, entsprechen vier 
Kreife des andern, die gleichfalls von Einem Kreife fenkrecht 
geschulten werden. 

Beweis ergiebt Tich aus dem Obigen von felbst. 

Aum« Wir nennen die fo eben beb an delte Verwandtschaft die 
fyncyclische. Von befondercm Interesse ist der Fall, wo folchen 
Kreifen, die fich in Punkte zufammenziehen , auch in dem andern 
Vereine gleichfalls folche entsprechen. 

407. Wenn der Kreis, dessen Gleichung 
(ü) a(x' + y2) + 2^x + 2yy + * = 

ist, wo a, ßy y, 6 reell find, fich in einen Punkt zufammen* 
ziehen füll, fo muss 

(b) ad = ß^i-Y^ 
fein, umgekehrt, wenn die Gleichung (b) stattflndet und nicht 
alle Koefficienten null find, fo nmss der durch (a) dargestellte 
Kreis fich entweder in einen Punkt zufammenziehen, oder in 
die unendlich entfernte Gerade umschlagen; letzteres, wenn 
d, ß, Y zugleich null find. 

Beweis. Aus der Gleichung (a) ergiebt ficb, wenn a 
nicht null ist, für den Radius r des zu jener Gleichung ge- 
hörigen Kreifes 

wioraus das Uebrige hervorgeht. Wenn hingegen a null ist, 
t0 wird. die Gleichung (a) die Gleichung einer geraden Linie; 
tber dann folgt aus (b), dass ß^ + y^ null fei, d. h. dass ß 
und r null feien; alfo ist dann die durch die Gleichung (a) 
dargestellte Linie die unendlich entfernte. 

408. Nimint man x und y als (rechtwinklige) Koordi- 
naten eines Vereins von Kreiren und x' und y^ als die eines 
andern y und fetzt den vier Funktionen 



x^ + j\ X, y, 1 
nach der Reihe die Funktionea 

1, X', y', x'^ + r^ 
eotsprechend , fo dass aKo jedem Kreife, dessen Gleichung 

(a) a(x^ + yO + 2/?x + i/Y + <J = 
ist, derjenige Kreis entspricht, dessen Gleichung 

(b) a + 2ßx' + 2yf + S(x'^ + y'*) = 

ist; fo entspricht jedem Punkte des ersten Vereines, mit Aus- 
nahme des Anfangspunktes der Abscissen, ein Punkt des zwei* 
ten und umgekehrt; dem Anfangspunkte der Abscissen hin- 
gegen entspricht in dem andern Vereine jedesmal die unendlick 
entfernte Gerade. * 

Beweis. Wenn der Kreis, dessen Gleichung (a) ist, 
fich in einen Punkt zufammenzieht, fo ist aJ = /}^ + ^^ (407)* 
Wenn aber diefe Gleichung gilt, fo ist auch der Kreis, dessen 
Gleichung (b) ist« (407), entweder ein Punkt (wenn 4^0) 
oder die unendlich entfernte Gerade, letzteres wenn /2, y^ 4 
null find, d. h. wenn der Punkt des ersten Vereins durch die 
Gleichung a(x^ -f y') s= bestimmt, alfo Anfangspunkl der 
Koordinaten ist. 

409. Wenn bei zwei fyncycliseh verwandten Vereinen 
von KreiFen der unendlich entfernten Geraden jedes Vereins 
ein Punkt des andern entspricht, und allen übrigen Punkten 
jedes Vereines wiederum Punkte des andern entsprechen, fu 
kann man stets den (zu einander fenkrechten) Koordinaten- 
axen jedes Vereins eine folche Lage geben, und dem als 
Einheit genommenen Haasse der Längen einen folchen Werth, 
dess den vier Funktionen 

x» + y*, X, y, 1 
des ersten Vereines nach der Reihe die vier Funktionen 

1, X', y, x'^ + y' 

des andern entsprechen. 

Beweis. Die unendlich entfernte Gerade wird durch 
eine Funktion dargestellt, welche bloss aus einer Konstan- 
ten besteht. Der Punkt, welcher in jeden Vereine d^ un» 
endlich entfernten Geraden des andern Vereines entspricht, 
fei zum Anfiangspunkte der Abscissen gemadit. Der Anfangs- 

18» 
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punkt der Abscissen wird durch die Kreisfunktion x^ + y' 
dargestellt Dierer Funktion entspreche in dem zweiten Ver- 
eine die Konstante a, durch welche die unendlich entfernte 
Gerade dargestellt; ebenfo entspreche der Funktion x^^ + y^^ 
des zweiten Vereins in dem ersten die Konstante b. Man 
Andere nun das als Einheit genommene Haass der Lftugen , fo 
multipliciren ficb die Koordinaten mit einem konstanten Faktor 
A, und es entsprechen (ich dann 

a, AV' + y'O. 

£s werde X^ To bestimmt, dass a:X^ = X^:by d. h. ^^ = ab fei« 
Setzen wir dann -j- = ju^, fo entsprechen fleh 

■ . X» + yS 1 

Nun werden aber die rflumliehen Gebilde, welche' durch Funk«- 
iionen dargestellt werden, nicht verändert, wenn man diefe 
alle mit einer konstanten Zahl, alfo hier mit ju dividirt, und 
wir können daher x* + y^ und 1 mit 1 und x'^ -j- y'^ ent- 
sprechend fetzen. Es möge ferner den Funktionen x und y 
des ersten Vereines die Funktionen f^ und f,, nämlicb 

fi = ß|(x'^ + y'2) + ß,x' + y,y' + S, 

f2 = a,(x'» + y'2) + ß,x' +,y,r + ^2 
ebtsprechen, fo dass alfo den Funktionen 

x' + y', X, y, 1 
die Funktionen 

1, fi, f2, x'^ + y'^ 
entsprechen. Aus den ersteren fei durch die Koefficienten a, 
/?, y, i eine Funktion f abgeleitet, fo entspricht ihr im zweiten 
Vereine dio Funktion f, welche durch diefelben KoefBcienteti 
aus den vier letzten Funktionen abgeleitet ist. Die Bedingung 
dafür, dass die erstero Funktion f einen blossen Punkt dar- 
stellt, ist (nach 407) 

(a) AaS = ß^ + y\ 
Fttr die zweite Funktion 

p == a + ^fi + yf2 + <J(x'^ + y'^) 
= (* + M + y«,Xx'2 + y'o + (M + yAK 



ist dieFe Bedingung: 

^i+ß<h+ yo^X« + ß^i + y*2)=fM + yft)'+ (/?yi + mV^ 

Führt man hier statt S den Werlh aus (a) ein, To erh&It man 
Q52 ^ y2 ^ ^^ß^ ^ 4€tya,)(a + /ScJ» + yJ,) 

= a(^A + rß,y + a(ßn + mV. 

DieFe Qleichung muss für beliebige Werthe von a, ß^ 
Y gelten, airo müssen die Koefficienten , die zu gleichen Po- 
tenzen diefer Grössen gehören, auf beiden Seiten gleich fein« 
Da die rechte Seite a nur in der ersten Potenz enthalt, fo 
müssen die Koefficieaten der Glieder, welche a^ enthalten, 
und derer, welche a gar nicht enthalten, null fein, alfo find 
^9 ^2} 'i9 ^2 ^^^U ^' b* h und fj stellen gerade Linien dar, 
welche durch den Anfangspunkt der A^scissen gehen. Legen 
wir die Abscissenaxe fo, dass fie mit der durch f, dargestellt 
ten Linie zufammenfällt, fo reducirt fleh fj bloss auf das 
Glied, was y enthält, d. h. ß^ wird null. Dividiren wir denn 
noch die fo reducirte Gleichung durch a, fo geht De über in 

ß' + y'^ß'ßi' + ißn + my^ 

Da in der entwickelten Gleichung 2YiYi der Koefficient yoIi 

ßY ist) fo muss YiYi=^^ ^^^^l Yi ^^^^ ^^^^^ i^uU fein, weil 
fönst f) identisch gleich null wäre, alfo muss Yt ^^uli feia. 
Dann erhält man 

AI -AVf-y^Ci- 72^ = 0, 

alfo ^1 = -f 1 , ^2 = + 1. Da auf jeder der beiden Koordi- 
natenaxen die Seite, nach welcher die Koordinaten pofitiv 
genommen find, beliebig gewählt werden können, fo können 
wir ßi und /j = + 1 fetzen, und es wird dann fi=x', f^ 
= y', und entsprechen alfo den Funktionen 

x* + yS X, y, i 
des ersten Vereins die Funktionen 

1, x^ yS x'> + y'> 
des zweiten. 

A n m. Die hier behandelte specielle Art der Tyncyclischen Ver- 
wandtschaft ist zuerst von Möblus aafgestellt und von ihm Eceisver- 
wandtscbaft genannt worden^ vergl. Möbius Üeber eine neue Ver- 
wandtschaft zwiachen ebenen Figuren (in den Berichten der König?. 
Sftchs. Gefollsch. der Wiss., 5. Febr. 1853). EÜs ergiebt fich attb dem 
Obigen, dass deijenige Pankt in jedem der beiden kreisverwandton 
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Vereine als charakteristisch hervortiitt, welchem im andern Vereine 
die unendlich entfernte Gerade entspricht. Es fei dlefer Punkt Cen- 
tralpunkt des Vereins genannt. Legt man nun die beiden Vereine fo 
auf einander, dass die Ccntralpunkte, die x-Axcn und die y-Axen 
fich gegenfeitig decken, fo deckt auch jede durch den Centralpunkt 
gehende gerade Linie, z. B. die gerade Linie qx-f-^y^O die ent« 
»prcdicnde. Schlägt man nun noch um den Centralpunkt mit der 
Länge, welche als Maass der Koordinaten zu Grunde gelegt ist, einen 
Kreis, welcher Hauptkreis hcisse, fo stellt fich die ganze Art des ge- 
genfeitigen Entsprechens aufs Anschaulichste dar. Dann besteht die 
Peripherie des Hauptkreifes aus den fämmtlichen Punkten, welche 
ihre entsprechenden decken, jedem Punkt im Innern des Kreifes eot^ 
spricht im andern Vereine ein auf demfclben Radius liegender Punkt 
ausserhalb des Kreifes, und zwar fo, dass der Radius stets die mitt- 
lere Proportionale zwischen den Abständen der beiden entsprechenden 
Punkte vom Centrum ist. Letzteres folgt für einen Punkt der x-Axc 
fogleich aus den entsprechenden Funktionen, denn die Kreis-Gleichung 
eines Punktes der x-Axe, dessen Abscisse =c ist, ist (x — c)*-|-y* 
tts 0, d. h. X* + y* -- 2cx + c* =;= 0, alfo die des entsprechenden Punk- 
tes 1 — 2cx-fc3(xa + y«)=0, d. h. (x J -f.ya = 0, alfo ist der 

1 

Abstabd diefes Punktes vom Centralpunkte = — ^ während die dea 

c 

entsprechenden Punktes c war, alfo ihr Produkt 1, d. h. die als Ein- 
heit genommene Länge die mittlere Proportionale zwischen den Ab- 
ständen der entsprechenden Punkte auf der x-Axe. Da man nun jede 
durch den Centralpunkt gehende gerade Linie als x-Axe annehmen 
kann , Do gilt jene Beziehung allgemein. Wenn man statt der Annahme, 
dass den unendlich entfernten Geraden ein Punkt entsprechen foll, 
die Annahme macht, dass in den beiden fyncyclischen Vereinen ohne 
Ausnahme jedem Punkte des einen Vereins ein Punkt des andern ent- 
sprechen Ibll, fo entspricht auch der unendlich entfernten Geraden 
des einen Vereins die unendlich entfernte des andern, und man ge- 
langt zur Aehnlichkeit , welche fleh alfo auf diefe Weife der Kreis- 
Verwandtschaft gegenüber stellt. 



§. 7. Normale Einheiten der Fnnlddonen, Stetigkeit 

der letzteren. 

410. Erklärung. Normale Einheiten reeller 
Grössen. Für die reellen Zahlen fetze ich 1 als normale 
Einh^, für die reellen exienfiven Grössen Tetze ich als nor- 
male Einheiten die ursprunglichen Einheiten eu ^j'^^o^; 
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für die reellen extenüTen Gröflven m-lor Stufe ferner die wohl- 
geordneien (molliplikaüven) Kombinationen ohne WiederhoIwn( 
zur m-ten Klasse aus den ursprünglichen Binheiten, für die 
reellen algebraischen Produkte von Grössen gleicher Stufe end* 
lieh die (wohlgeordneten) Kombinationen mit Wiederholong 
aus den normalen Einheiten der Faktoren (wobei jede diefer 
Kombinationen als algebraisches Produkt der darin enthaltenen 
Elemente aufzufassen ist). 

An in. Es lind hier nur die fräher yereinzelt yorkommenden Be« 
Stimmungen zufammengefasst. Es kommt noch darauf an, auch für 
die reellen Lückenausdrücke die normalen Einheiten festzustellen. Wir 
haben (in 363 Anm.) gefehen, dass das Produkt der Faktoren, welche 
die Lücken eines Lückenausdrucks ausfüllen follen, als ein algebrai- 
sches Produkt aufzufassen ist , mit welchem der Lückenausdruck mul* 
tiplicirt werden foll. Folglich kommt es nur darauf. an, welche Wcrthe 
der Lückenausdruck annimmt, wenn die normalen Einheiten jeneff 
algebraischen Produkte mit ihm multipllcirt werden. Es feien E|| 
Ej,**« die normalen Einheiten diefer algebraischen Produkte und L 
der Lfickenausdrack , fo kommt es auf die Werthe L£|, LE],*** an. 
Diefe Werthe können wieder eztenfire Grössen fein, die nonnelea 
Einheiten derfelben feien e^, e^,*--, fo ergeben Hch als normale Ein- 
heiten von L diejenigen Lückenausdrücke, welche mit E^ E|)**« mal* 
tiplicirt irgend eine der Einheiten ei, ej,--* liefern. 

All. Erklftrung. Normale Einheiten reeller 
Lückenausdrücke. Wenn Ei, £2,« - • • die normalen Ein- 
heiten derjenigen algebraischen Produkte Tind, deren Faktoren 
die Lücken eines reellen Lückenausdruckes L auszufüllen ver- 
mögen, und Ol, ^9"* die normalen Einheiten derjenigen 
Grössen flnd, in welche L nach Ausfüllung feiner Lücken 
übergeht, fo fetze ich diejenigen Lückenausdrücke E, , als 
normale Einheiten von L, welche den Gleichungen 

Er,.Er = e. und E,,.Et = 0[t^r] 
genügen. 

Anm. Es ist diefe Erklärung in Uebereinstimmnng mit dex in 
381 fQr die Einheiten des Quotienten , d. h. des 'Lückenausdruckes mit 
Einer Lücke gegebenen. 

412. Jeder (reelle) LCickenausdruck Iftsst fich aus den 
ia 411 festgefeUten normalen Einheiten desfelben numerisch 
ableiten, und diefe letzteren stehen in keiner Zahlbeziehung 
zu einander. 

Beweis wie in 381. 



At8. Brkl. Normale Einheiten einer Grössen* 
galtang. Als Grössen derrelben Gattung fetze ich alle die* 
jenigeii Grossen, welche nach dem Früheren zu einander addirt 
werden können. Die Anzahl der normalen Einheilen einer 
Grössengattung nehme ich stets als eine gerade an, indem 
die eine Hälfte derfelben reell ist, und die andere daraus 

durch Multiplikation mit i = }/ — 1 hervorgeht. Die Ableit- 
zahlen, durch welche eine Grösse aus ihren normalen Ein- 
heiten numerisch abgeleitet wird, nehme ich stets als reell an. 

Anm. Für die allgemeinen Zahlgrössen find alfo 1 und V — 1 
= i die normalen Einheiten , für die allgemeinen Grössen erster Stafo 
egf e»" *Ca, C|i, e^i,« • «eni) wo Ci, ej,« • »ea die ursprünglichen Einheiten 
find n. f. w. 

414. Erkl. Numerischer Werth einer Grösse 
heisst die poiltive Quadratwurzel aus der Summe der Qua- 
drate aller Zahlen, durch welche jene Grösse 'aus ihren nor- 
malen Einheiten ableitbar ist, d.h. wenn E^ Es,-*- die 
HMTBUilen Einheiten einer Grösse P Find und 

P 3= aJEi -|- CC2E2 -f- • ' • 
ist, fo ist der numerische Werth von P gleich 

Anm. Diefe Definition ist in üebercinstimmung mit der in 151 
gegebenen. Der numerische Werth einer komplexen ZahlgrOsse p -f qi 
ist hiemach gleich l^p' + q*. 

' 415. Wenn der numerische Werth einer Grösse null 
ist, fo find alle Zahlen, durch welche diefe Grösse aus ihren 
normalen Einheiten abgeleitet ist, einzeln genommen null. 

Beweis. Es feien E^, E],-** die normalen Einheiten 
der Grösse P und fei 

P = CE^Ex -f- ^2^2 "!"•••• 

Wenn nun der numerische Werth von P null fein foll, 
fo heisst das (nach 414) 

?«! +aj H =0, alfo 

Da aber Oj, 03,* •• (nach 413 Anm.) alle reell find, fo 
kann die Summe ihrer Quadrate nicht anders null fein, als 
wenn fie alle einzeln genommen null Tmd, alfo 
= cei = a2 = 



; • • • 
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416. ErkUrung. Wenn der numerische Wertfi eiqer 
Grösse a kleiner ist als der einer Grösse b, Ib läge ich, a fei 
numerisch kleiner als b und schreibe dies 

a num. < b. 

417. Wenn Oi, Oa,'-* die Zahlen find, durch welche 
a aus reinen normalen Einheiten ableitbar ist, und obenro jff, 
j?2,*** die Zahlen, durch welche b aus feinen normalen Ein- 
heiten ableitbar ist, fo Tind die Vergleichnngen 

a num. -< b 

und aj + a* H ^ ß\ + ß\ -l 

einander gleichbedeutend. 

Beweis folgt unmittelbar aus 416 und 414. 

418. Wenn p, q,--- pofitive Zahlwerthe und a, b,*** 
beliebige (aus denfelbcn normalen Einheiten ableitbare) Grössen 
von der Art find, dass 

a num. -< p, b num. < q, • • • 
fei, fo ist auch 

a + b -| — • num. < p + q + • • . 
Beweis 1 (für zwei Grössen). Es feien ei, es,*** die 
normalen Einheiten von a und b und Tei 

a = a,ei -f- ßi^a -|- • • • 

•> = ftei + ß'i^ -I 

und fei a der numerische Werth von a, ß der von b und y 

der von a -{- b, fo ist a <: p, ß <i q, zu zeigen isl, das« 

y<^ p + q fei. Nach 414 ist 

ß^ = ß\ + ß\ + 

alfo (*) y^ = a^ + ß^ + 2(a,/?, + a,ß, +•••). 

Nun können wir zeigen, dass aißi + a^ßi -\ — • =-<ä/? 
fei. In der That ist 

= («1^2 - (hßiY + («ift - fhßiV + • • • . 

Die rechte Seite Ist die Summe mehrerer Quadrate, alfo gleich 
oder grösser als Null, alfo auch die linke, d. h. 

(a/9)^=>(a,^,+a,/?, +...)% 



• • • 



• . 
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«IIb attcli, da ce nnd ß pofitiv lind, 

aß ^=s >- aißi + ajft + • • • . 

Wenden wir diere Vergleichung a^f die Gleichung (^) an, 

fo folgt 

Y' = <:a'+ß^i^2aß, d.h. y^ = <^ia + ß)\ 

MOf da Y und a + ß^ pofltiv flnd, 

Y = <:a + ß; 
aber da a und j? (pofltive) Zahlen find, welche bezichlich 
kleiner als die poHtiven Zahlen p und q find, fo ist 

<t+ß<^lf +q, 
alfo y *^P + 9> 

d. h. der numerische Werth von a -f b i^^ kleiner als p 4- <!• 
2. (für mehr Grössen). Da nun (nach Bew. 1) a -h h 
num. "< p + <I und (nach Hypothefis) c num. <: r ist, fo ist 
(nach Bew. i1 a + b + c num. -< p + q + r u. f.. w. für be- 
liebig viele Grössen. 

419. Wenn p und q pofitive Zahlwerlhe und a und b 
beliebige (aus denfelben normalen Einheiten ableitbare) Grössen 
von der Art find, dasa 

a num. •< p, b num. < q 
ist, fo ist auch 

a — b num. <^ p + q. 
üSOt Erklärung; Ich fagc, eine Funktion t(q) einer 
|iontiven Zahlgrösse verschwinde mit q, wenn fich zu jeder 
pefitivcn Zahl p ein pofltiver Werlh von q angeben lässt von 
der Art, dass 

f(q) num. <: p 
fei, und auch bleibe, w^nn q beliebig abnimmt, aber pofitiv 
bleibt. Wenn ausserdem f(0) = ist, fo fage ich f(q) werde 
mit q null. 

Anm. Beide Ausdrücke : Mit (pontivem) q yerscbwinden und mit 
q nall werden, find alfo nicht identisch*, fondern nur der zweite 
schliesst den ersten ein, nicht umgekehrt; denn es könnten für f(q) 
die Bedingungen des Verschwindens mit q erfüllt fein, und könnte 
dennoch f(q) f4ir q =^0 in einen ifolirton von Null verschiedenen Werth 
At)«i«ipriagen. 

421. Wenn mehrere Funktionen fi(q'), f2(q), • •, f^Cq) 
einer poliliven Zahlgrösse q mit q verschwinden, fo ver- 
schwindet mit q auch . 
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(a) aifi(q) + ajfj(q) -| + a.f„(q), 

wo ai, 82,* • • a^ endliche Zahlen, oder auch beliebige endliche 
Lückenausdrücke mit je einer Lücke find, welche durch fiq, 
f^q u. r. w. ausgefüllt werden kann. (Und ebenfo wenn jene 
Funktionen mit q null werden, To wird auch dierer letzte 
Ausdruck (a) mit q null.) 

Beweis 1 (für Zahlen). Sollten von den Grössen ai,* • 'aa 
einige null fein , fo kann man in dem Ausdrucke (a) die Glie- 
der weglassen, in denen diefe Koefficienten , welche gleich 
null find, vorkommen. Wir nehmen an, dies fei schon ge- 
schehen, und es feien alfo ai,* • -an lauter von Null verschiedene 
(endliche) Zahlen. Da nun (nach Hyp.) fiq mit q versehwindet, 
fo muss fleh (nach 420) zu jeder von Null verschiedenen Zahl, 

z. B. zu — , ein pofltiver Werth qi von der Art angeben 
na^ 

lassen, dass fi(qi) numerisch klefher als p : a^n fei und auch 

bleibe, wenn q^ beliebig abnimmt, aber poFitiv bleibt; aus 

gleichem Grunde wird man auch einen pofitiven Werth q, der 

Art angeben können, dass f2(q2) numerisch kleiner als p : a^n 

fei und auch bleibe bei abnehmenden qs, u. f. w. Wenn nun 

q ein poHtiver Werth ist, welcher noch kleiner als jede der 

Grössen qi, qa,* -qn ist, fo ist auch f^q num. < p : aiU u. f. w. 

oder 

ajfiq num. < — , aafaq num. < — ,• • • anfn(q) num. < — ; 

folglich ist (nach 418) auch die Summe der linken Seiten 
numerisch kleiner als die der rechten, d. h. 

«ifiq + ajfjq H + anf^q num. <: p, 

eine Vergleichung, die auch bestehen bleibt, wenn q beliebig 
abnimmt, aber poHtiv bleibt, d. h. es verschwindet der Aus- 
druck (a), wenn ai,***an Zahlen find, mit q. 

2. Es reducire fich der Ausdruck (a) auf aifiq, wo a^ 
eine normale Einheit eines Lückenausdruckes fei, dessen Lücke 
durch fiq ausgerüUt werden kann; es feien ferner e], e|,-** 
die normalen Einheiten von aif^q, und E^, Ej,*«* die von 
fiq und fei 

(b) fiq = EiSPiq + E^jp^q +• • • =Z^EaSP«q, 

19 
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To wird (nach 411) % die Eigenschaft haben, dass es mit 
einer der Einheiten E^, Ej,*-*, z. B. mit E,, multiplicirt, 
eine der Einheiten e^ e2,* • •, z. B. die Einheit e,, liefert, hin- 
gegen mit jeder der übrigen Einheiten E^, E],* • • multrplicirt 
null giebt, fo dass alfo dann 

(c) aiE, = e., aiEt = 0, für t^r 
ist. Dann erhalten wir 

aifiq = ai27EaSP«q = Z^a^SpIT [44] 

= aiErSPrq = e.SPrq [c]- 

Alfo ist (nach 414) der numerische Werth von a^f^q 

gleich F(yrq)^' Da nun (nach Hyp.) fjq mit q verschwindet, 
fo lässt fleh (nach 420) zu jeder pofltiven Zahl p ein Werth 
von q der Art angeben, dass fi(q) num. <i p fei, und auch 
bei abnehmendem q bleibe, d. h. (nach 417), dass 

• (<iPiq)' + (<P2q)'. + --"<^P' 
Tei und bei abnehmendem q bleibe. Da aber (nach 413) jpiq, 

SPaq?'** reell, alfo (5PiP)^ (Sp2q)^••• pofitiv find, fo muss 
jedes diefer Quadrate kleiner als p^ fein, alfo auch (5Prq)^*^P^ 
d. h. ajfiq num. <p, alfo verschwindet aifxq mit q. 

3. Es feien endlich a|, a^,- • • beliebige Lückenausdrücke 
(mit je einer Lücke), und fei 

»r = -Z^«r, b Er, ^ , 

wo Er 1, Er 2 9* ' * <^i6 normalen Einheiten von a, darstellen, 
fo wird 

Bjfiq + ajfaq +• ' • =^«a,bEo,bfaq. 
Da nun (nach Bew. 2) Ea,bfaq mit q verschwindet, fo 
verschwindet (nach Bew. 1) auch die Yielfachenfumme diefer 
Ausdrücke; alfo auch aifiq + a^fsq +* * * *• Wenn ausserdem 
fiq, faq,**-} für q=3 0, auch null flnd, fo gilt dasfelbe auch 
für aifiq + ^2^2^, + ' * * 9 ^^^^t ^^ ausserdem der letzte Aus- 
druck mit q verschwindet, fo wird er nun auch mit q null. 

422. Wenn zwei Funktionen f^q und faq einer pofitiven 
Zahlgrösse q mit diefer verschwinden (oder null werden), fo 
inuss mit ihr auch die DiiTerenz fiq — fsq verschwinden (oder 
null werden). 

Beweis in 42i. 



498. Erklärung. Wenn fx filr einen beslimmlen 
Werth X die Eigenschaft hat, dass Heb allemal ein konstanter 
Werth c von der Art angeben lässt, dass r(x-{-qdx) - c jedes- 
mal mit dem poDtiven Zahlwerthe q verschwindet, was für 
eine endliche Grösse, die mit x von gleicher Gattung ist, auch 
unter dx verstanden fein mag, fo fage ich, die Funktion fx 
konvergire um x nach c. 

A n m. Es ist hier alfo unter dx rorläafig nichts weiter verstanden^ 
als eine beliebige endliche Grösse, welche mit x yon gleicher Gattung 
ist. Doch habe ich schon hier die fe Bezeichnung gewählt, da fie fär 
das Folgende am bequemsten ist. 

S24. Wenn fx um x nach c konvergirt, fo kann es 
um X nicht zugleich nach einem von c verschiedenen Wcrthe 
Ci konvergiren. 

Beweis. Denn foUte beides zugleich der Fall fein, fo 
müssten (nach 423) I(x + qdx) — c und f(x -(- qdx) — Cj beide 
mit q verschwinden, alfo (nach 422) auch die DiiTercnz beider, 
d. h. — Ci, was unmöglich ist, da c und Ci zwei verschie- 
dene Konstanten Hnd. 

425. Erklärung. Eine Funktion fx heisst in x stetig, 
wenn fx um x nach dem Werthe konvergirt, den fx in x hat. 

426. Wenn fx in x stetig ist, fo verschwindet für 
jedes endliche dx die Differenz f(x -f- qdx) — fx mit q. 

Beweis unmittelbar aus 425, 423. 

Anm. Wenn fx in x nicht stetig ist, fo verschwindet nicht ftir 
jedes endliche a die Differenz f(x-{-qdx) — fx mit q-, fondem es kannte 
f(x -|- qdx) f är verschiedene Grössen dx nach versehiedenan Gränzen 
konvergiren, oder, wenn es auch für alle endlichen Werthe dx nach 
ein und demfelben Werthe c konvergirte, alfo (nach 423) die Funktion 
fx felbst um x nach diefem Werthe zu konvergirte, fo würde doch 
(fz), wenn es in x unstetig ist, dort in einen von c veilschiedenen 
Werth überspringen. 

427. Erklftrung. Wenn fxX eine Zahlfunktion und fx 

eine beliebige Funktion ist, und beide für denfelben Werth 

von x = a null werden, doch fo, dass der Quotient fx:f|X 

um x = a nach einem konstanten Werthe c konyergirt: fa 

fx 
verstehe ich unter dem Bruche j— diejenige Funktion, welche 

IiX 

im Uebrigen mit jenem Quotienten übereinstimmt, aber für 
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x = a den Werth c annimmt, und bezeichne den Werth c, 
welchen diefer Bruch für x = a annimmt, mit 



= [f> = «• 



Anm. Es ist diefe Bestimmung, ebenfo wie die yorhergehenden, 
nicht bloss für die Funktionen eztenfiTer Grössen, fondcm auch für 
die gewöhnliche Funktionenlehre noth wendig. In der That , mag nun 
z eine extenlive Grösse oder eine Zahlgrösse, fx eine extenfive Funk- 

tion oder eine Zahlfunktion fein, fo wird, wenn der Bruch -z — 

IjX 

wieder als eine Funktion behandelt werden foll, derselbe für jeden 
bestimmten Werth von x gleichfalls einen bestimmten Werth anneh- 
men müssen (348). Diefer Werth wird im Allgemeinen durch Divifion 
der befonderen Werthe, welche fx und f^x dann annehmen, gefunden. 
Aber wenn für x = a fowohl fx als ffX null werden, fo wird der 
Quotient diefer befonderen Werthe vollkommen unbestimmt , eine Un- 

bestimmtheit, welche für den Bruch -^ durchaus aufgehoben wer- 

flX 

den muss, falls man den Bruch Verknüpfungen unterwerfen will, die 
auch für den Fall, dass x = a fei, ihre Geltung haben follen. An und 
für fich ist es möglich, in diefem Falle für jenen Bruch einen belie- 
bigen bestimmten Werth b festzustellen, alleip dann müsste in die 
Bezeichnung des Bruches diefc Bestimmung, dass derselbe für x=a 
den bestimmten Werth b annehmen foUte, mit aufgenommen werden. 
IMefe willkürliche Bestimmung wird überflüssig, wenn der in der 
obigen Erklüxung aufgestellte Begriff iestgehalten wird , nach welchem 
jener Bruch in x = a stetig gefetzt wird. Aber diefer Begriff fetzt 
voraus , dass jener Bruch um x = a nach einem bestimmten Werthe 
c zu konvergirt. Ist dies nicht der Fall , fondorn konvergirt der Bruch 

}, , J beim Verschwinden der poGtlven Zahlgrösse q nach ver- 
fiCa + qb) ^ ^ 

schiedenen Gränzen zu, je nachdem b andere Werthe annimmt, z. B. 

bei Zahlgrössen, wenn b die Werthe -|-1, — 1 oder cos.p 4-ifin*p 

annimmt y fo ist der oben gegebene Begriff nicht mehr anwendbar, 

und es bleibt nichts übrig, als dann eine willkürliche Bestimmung 

hinzuzufügen und mit in die Bezeichnung aufzunehmen. Die Verkennung 

aller diefer Verhältnisse hat in die höhere AnalyHs eine heillofc Ver^ 

wirrung gebracht, welche fich häufig genug durch Widersprüche und 

fehlerhafte Refnltate^ verrieth. um diefen Irrthümem zu entgehen, 

bat man hier und da die Methode zu verbessern gefucht*, namentlich 

ist es Cauchy's Verdienst, dass er durch einen unerschöpflichen Reich- 

thum der genialsten Kunstgriffe die Methode überall, wo fie schien 

zu Irrthümem führen zu können, gegen diefelben f icher zu stellen 

f uchte. Aber auch er konnte damit nicht zum Ziele gelangen , weil er 
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das XJebel nkfat bei der Wanel ergriff, und« nicht die wefentlichen Be* 
griffBbestimmnngen fainzufttgte, wxs deren Kangel alle jene Verwirmng 
hervorging. Ich habe mich daher genöthigt gefehen , diefc Begriffsbe- 
stimmungen, fo weit rie fQr das Folgende nothwendig erschienen, hier 
nachzutragen , und , statt mich auf frühere Bearbeitungen der Differen- 
zialrechnung , der Potenzreihen und der Integralrechnung berufen zu 
können , mnsste ich diefe Wissenschaften von vorne an aufbauen , um 
fie auch für eztenrive Grössen mit Sicherheit anwenden zu können. Es 
wurde dadurch um fomehr geboten, mich nur auf das Nothwendigate 
zu beschränken. Ich bemerke hier noch, was fleh aus dem oben Bemerk« 
ten leicht ergiebty. dass ähnliche Begriffsbestimmungen für alle die Fälle 
festzustellen flnd, wo die zu verknüpfenden Funktionen für gewisse 
Werthe der Yariabeln in folche Ausdrücke übergehen, welche keinen 
Verknüpfungen (oder wenigstens nicht denen, durch welche jene 
Funktionen unter fleh verbunden find) unterworfen werden dürfen, 
alfo namentlich, wenn eine oder mehrere derselben unendlich oder 
mehrdeutig werden. In allen diefen Fällen kann die Bestimmung ganz 
analog der fo eben mitgetheilten getroffen werden. Die Bezeichnung, 
welche ich oben hinzugefügt, indem ich hinter die Funktion den be- 
fonderen Werth der Variabein in Farenthefe beifüge, um durch das 
Ganze den Wcrth aaszudrücken, welchen die Funktion für diefen be- 
fonderen Werth der Variabein annimmt, ist auch in vielen anderen 
Fällen mit Vortheil anwendbar, und zum Theil unvermeidlich. 



^ay. 2. i9t|ferrit;t(ilrrd)nun0. 

§. 1. DifEerenzial enter Ordnung. 

428. Erklärung. Wenn q eine reelle Zahlgrösse, dx 
aber eine beliebige endliche Grösse, weiche mit x von gleicher 
Gattung ist, bezeichnet, fo verstehe ich unter der (nach der 
Veränderlichen x und dem Zahlfaktor q genommenen) Differenz 
der Funktion fx, geschrieben dj^qfx, diejenige Funktion, welche 
der Gleichung 

(a) d..,fx = ?^^i±ÄlZ^ 

genfigl (wobei die Divirion durch q in dem 427 bestimmten 
Sinne zu fassen ist). 

429. Erklärung. Wenn der Ausdruck dz, q fx in q = 
and in x (425) stetig ist, fo bezeichne ich dx^ofx mit dxfx 
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N, 

und nenne dzfx dus nach x genommene Differential von fx, 
d. h. ieh Tetze 

Wenn dz^qTx nicht die Eigenschaft hat, dass es inq==:0 
und in x stetig Tci, fo fage ich, dass auch d^fx unstetig fei. 
Wenn in einer Formel das vor eine Funktion gefetzte Dif- 
ferensialzeichen d ohne jeden Index geschrieben ist, fo foll 
das heissen, dass die Formel aligemein gelten foll, nach wel- 
cher Variabein auch die dadurch ausgedrückte Differenzialion 
genommen fei, d. h. welchen Index man auch dem d hinzu- 
filgen mag, vorausgefetzt nur, dass man dann in diefer Formel 
jedem Differenzialzeichen d (was vor eine Grösse tritt) deii- 
felben Index hinzufügt. 

Anm. Es lässt fich der Begriff des Differcnzials atich far den 
Fall, dass dasfelbe unstetig wird, feststellen, und lassen fich mit 
folchen Differenzialcn anter gewissen Umständen noch gültige Ver- 
knüpfungen vornehmen. Doch ist es bei jeder Behandlung der Diffe- 
renzialrechnung am zweckmässigsten, diefen Fall zunächst ganz atts- 
zuschliessen , und namentlich den Fall, wo das Differenzial unendlich 
wird, im Zufammenhange mit der allgemeinen Betrachtung unbegr&nzt 
wachsender Funktionen in einem eigenen, die ganze Analyßs des 
UnendHehei^ behandelnden Abschnitte nachzuholen. Aus dem Torlie- 
genden Werke schliessen wir jedoch diefe Betrachtung aus , und fetzen 
im Folgenden bei jedem Differenzial voraus, dass es stetig fei. .Noch 
bemerke ich, das die Stetigkeit von dxfx vorausfetzt, dass f(x -{- <ldz) 
— fx um q = gleichfalls null werde, d. h. dass auch fx stetig fei. 

430. Wenn d^fx stetig ist und fx = y gefetzt wird, fo ist 
f(x + qdx) = fx + q(dxfx -f N) 
= y + q(dxy+N), 
wo N mit der reellen Zahlgrösse q zugleich null wird. 
Beweis. Man fetze 

Da dxfx stetig ist (nach Hyp.), fo ist (nach 429^ auch 

der Quotient ^ ^ ^ — in q = stetig, und dann =dxfx, 

alfo wird N als die Differenz diefer beiden Ausdrücke mit q 
zugleich null. Dann erhatten wir aber 

* fix + qdx) == fx + q(dxfx + N) = y + q(d,y + N). 



431. Wenn A ein konstanter Lickenausdruck mit n 
Lücken (in jedem Giiede) ist, in welche Grössen von der 
Gattung X eintreten follen, fo ist 

(a) dx(^x») = nJx«-*dx; 
ins Befondcre ist 

(b) d,(^x) = J 

(c) dx^ = 0. 

Beweis. Da für die Produkte, deren Faktoren in die 

Lücken eines Lückenausdruckes eintreten Tollen (nach 363), 

die gewöhnlichen GeTetze der Algebra gelten, To folgt, wie 

in der Algebra, dass 

A(x + qdx)» = Jx" + nq^x°-*dx + q^fi 

ist, wo B eine steigende Potenzreihe von q ist. Hieraus folgt 

unmittelbar, dass 

^(x + qdx)° — Jx° ^ , , j , „ 

- ■ ^ ^ ^ = nJx»-*dx + qB 

q 

in q = stetig ist, alfo ist (nach 429) 
d,(y4x'^) = nJx°-^dx. 
Hieraus folgen die Formeln b und c für n = 1 und 0. 

432. Wenn Ui , Us , • • - beliebige Funktionen einer be- 
liebigen Variabein x find , fo ist (wenn dui , du^ , • • • stetig find) 

d(Ui + Ua -\ — •) = ^J"! + du2 + • • • . 
Beweis. Es fei U|=s:f|X, u, = f2X u. f. w., fo ist 
(nach 430) 

fi(x + qdx) = Ui + q(dui + Nt), 
wo Ni mit q zugleich null wird, und fo für jeden andern In» 
dex. Alfo 

27fa(x + qdx) = 2^Ua + q(dxUfl + Na). 
Alfo ist 

Da nun N^, Nj,*** mit q null werden, wie gezeigt, fo wird 
auch (nach 421) ihre Summe ^N« mit q null, alfo 
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Die linke Seite ist aber dzJ^faX = dxX^Ua, alfo 

dx^u« = JSTdxU«, 
oder da die Formel für jeden Index x gilt, . 

d^ü« =^dua. 

433. Wenn y und z beliebige Funktionen von x find, 
und [yz] ein beliebiges Produkt derfelben ist, fo ist (voraus- 
gefetzt, dass dy und dz stetig find) 

d[yz] = [dyz] + [y-dz]. 
Beweis. Es fei y = fx, z = Fx, fo ist (nach 430) 
f(x + qdx) = y + q(dy + N), 
F(x + qdx) = z + q(dz + N'), 
wo N und N' mit q zugleich null werden. Somit ist 

d. [yz] = [fx + qdx).F(x + qdx)]-[yz]^^ _ ^^ 

= [y -(dxz + NO + [(dxy + N)z] für q = 0, 
oder (nach 429) mit Weglassung des Index, 

d[yz] = [y.dz] + [dy.z]+[y.N'] + [N-z] für q=0. 
Da nun N und N' mit q null werden, To wird (nach 421) auch 
[y-l]N' -{- [l-z]N, wo 1 eine Lücke, in welche N eintreten 
foll, bezeichnet, mit q null, d. h. [y*N^] + [N*z] wird mit q 
null, alfo ist 

d[yz]= [y.dz] + [dy-z]. 

434. Wenn y aus feinen normalen Einheiten Oi, Oa,* • * 
durch die Zahlgrössen yi, yar*' ableitbar ist, und y^, ys,*« 
Funktionen einer beliebigen Variabein x find, fo ist (voraus- 
gefetzt, dass dyi, dys,*«- stetig find) 

dy = Cjdyi + Oady, -{ 

Beweis. Da y = eiyi + e2y2 + ist (nachHyp.), fo ist 

dy = d(eiyO + die,y,) + • • • [432] 

= eidyi + e^dya + • • • [433, 431 c.]. 

A n m. Hierdurch läflst lieh das Differenzial einer eztenfiyen Fank« 
tion auf die Di£ferenziale von Zahlfanktionen zarUckführen. 

§. 2. Differenzialquotient erster Ordnung. 

439. Erklärung. Unter -r-fx oder unter Px verstehe 

^ dx 

Ich (vorausgefetzt dass dxfx stetig fei), den Ausdruck, welcher, 
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mit jeder Grösse dx (die mit x von gleicher Gattung ist) ronl- 
tiplicirt, dxfx liefert, d.h. welcher der Gleichung 

Ifx.dx = f'x.dx = d.rx = [i^flfJ^J^^Jcq = 0) 

genügt. Ich nenne -pfx den nach x genommenen Differenzial- 

quoticnten erster Ordnung von fx, und Px die erste abge- 
leitete Funktion von fx. 

436. Er kl. Wenn man die Differenzialquotienten einer 
Funktion u = f(x, y,-*) mehrerer Veränderlichen x, y,"- 
auf die Weife bildet, dass man jedesmal den Diiferenzial- 
quotienten nach einer diefer Veränderlichen nimmt ^ während 
man dabei die übrigen Verönderlichen wie Konstante behandelt, 
fo nenne ich die fo hervorgehenden DiDTerenzialquotienten die 
zu dem Vereine der Veränderlichen x, y, ••• gehörigen par- 
tiellen DiflTercnzialquotienten, und bezeichne dann den in diefem . 
Sinne nach x genommenen Differenzialquotienten mit 

^u, oder^f(x,y,..) 

u. f. w. 

A n m. Es ist bei den partiellen Differenzialquotienten unumgäDglich 
nothwendig (worauf sclion Jacob i in Crellc's Journal B. 22 S. 321 auf- 
merksam gcmaclit hat) den zugehörigen Verein der Veränderlichen anzu- 
geben, alfo nicht bloss diejenige Veränderliche zu nennen, nach welcher 
der Differenzialquotient genommen werden foll, fondem auch diejenigen, 
welche bei der Bildung desfelben als Konstante behandelt werden follen. 
Denn wenn z. B. eine Gleichung zwischen x und y hervortritt, fo 
lässt fleh die Anzahl der Veränderlichen um eine vermindern; schafft 
man z. B. x weg, fo bleiben nur y, z,>-* übrig; und betrachtet man 
jetzt diefe als den Verein der Veränderlichen bildend, fo gewinnt 

-^u jetzt eine ganz andere Bedeutung und im Allgemeinen eineu 

ganz andern Werth als vorher. Aber es würde fehr unbequem fein, 
wenn man den ganzen Verein der Variabein, zu welchem die par- 
tiellen Differenzialquotienten gehören, mit in die Bezeichnung derfel- 
ben aufnehmen wollte. Man beugt allen Verwechselungen vor, wenn 
man den Verein der Veränderlichen jedesmal angiebt, und wenn man, 
fobald in einer zufammenhängenden Darstellung bei der Differenziation 
nach derfelben Variabein, z. B. nach x, das eine Mal andere Grössen 
als konstant behandelt werden foUen, als das andere Mal, ein neue«, 
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Im IJebrigen willkürlichej Zeichen statt -j— fetzt, bat man dann die 
Bedeutung diefes Zeichens angegeben, fo ist eine Verwecbfelung un- 
möglich. Die allgemeine Bezeichnung durch — n , welche ich für die 

partiellen Diffcrenzialquotienten nach x gewählt babe, bedarf, obwohl 
fle ungebräuchlich ist, wohl kaum einer Rechtfertigung, indem fie, 
ohne willktlrlich zu fein, äusserst bequem ist, und eine fo ungehin- 
derte Verwendung gestattet, wie keine andere. 

A37. Wenn ei, 62,* •• die normalen Einheiten von x 
= XiCj -f- Xje2 + ' • • find, und Stfx, (fafx,-«- die nach Xj, 
^29"' genommenen Differonzialquotienten von x, weiche zu 
dem Vereine der Veränderlichen x^ , Xa • • - gehören , bezeich- 
nen, fo ist (vorausgefetzt, dass dxfx stetig ist) 
dxfx = J^fx • dxj -(- ^2^* • dx2 + • • • . 

Beweis 1. Es feien die normalen Einheiten Oi, 62,** in 
sswei Gruppen zerlegt, und y aus der einen Gruppe, z aus 
der andern numerisch abgeleitet, und zwar fo, dass x=y + z 
fei, fo' zeige ich, dass dzfx = dyfx -}- dzfx fei, wo bei den 
durch dy, d« bezeichneten Differenziationen y und z als den 
Verein der Variabein bildend gedacht find. In der That, es 
fei dy aus denfelben Einheiten ableitbar wie y, und dz aus 
denfelben wie z, und fei dy -(- dz == dx = Cidxi -f- e2dx2 + 
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Nun ist(nach Hypothefis) d^fx stetig, d. h. es ist 1 — ^^ — i 

für jeden Werth dx (der aus e^ , 63 , • • ableitbar ist) in q = 

und in x stetig, alfo auch, wenn man dy statt dx fetzt, d. h. 

. . f (x + qdy) — fx . ^ , . . ,. o . . 

es ist -^^ ^^—~ m q = und in x stetig ferner ist 

f(x + qdy) — fx _ f(y +qdy+z) -- f(Y+z) ^j j.^ 
q q y»q ' 

alfo ist dyfx von dy^qfx verschieden um eine Grösse N, die 
mit q null wird, fomit 

' q 

und ebenro 

d,fa ^ ftx + qdz) - fx 

q 

wo N und Ni mit q null werden, und die ersten Glieder in 



q = und in x stetig find. Wenn min eine Punktion g>x in 
X stetig ist, To heisst das (nach 425), es konvergire jp(x -f qdx), 
wo dx eine beliebige Grösse, die mit x von gleicher Gattung 
ist, und q eine reelle Zahl bedeutet, um q==0 nach einem 
Werthe zu, den es in q = erreicht, d. h. es lasse fich 
q>(x -f qdx) in der Form g>x 4-^2 darstellen, wo N, mit q 
null wird. Wenden wir dies auf dyfx an, uad fetzen, da in 
9(x -|- qdx) das dx willkürlich war, dafür das obige dz, fo 
erhalten wir 

d,fx = i^i±5^^±Ä^lfchi^ + N + N,. 

Hier ist qdz + qdy = q(dz -{- dy) = qdx, da wir oben dy + dz 
=:dx fetzten, alfo 
dyfx-|-d«fx 

^ f(x+qdx)-f(x+qdz)+f(x+qdz)-fx , jj , jj^ , jj^ 

Hier hebt fich das zweite und dritte Glied im Zfthler, und 
da N + Ni + Nj = iV (nach 421) mit q null wird , fo er- 
halten wir 

wo N mit q null wird, alfo 

dyfx + dafx = dxf(x). 

2. Da man nun ebenfo, wie man x in y und z zerlegte, 

wieder y oder z zerlegen kann, fo gilt der Satz auch für 

beliebig viele Stücke, in die man x in der Art zerlegen kann, 

dass jedes Stück aus einer Gruppe der Einheiten e^, Os,*** 

numerisch abgeleitet ist, und die verschiedenen Gruppen keine 

gleichen Einheiten enthalten; alfo namentlich, wenn x^ei = yi, 

XjCj = yj , • • • und demgemäss dy^ = Oidxj , dy2 = Ojdyj , • • • 

ist, fo ist 

dxfx = dy,fx + dy,fx -j , 

wo die durch dy^ u. f. w. bezeichneten partiellen Differenziale 

fich auf den Verein der Veränderlichen y^, ya?*-- beziehen. 

3. Nun ist 

Aber f(x + qdy^) = f(x + qoidxt) =» f(Xiei + z + qeidx^), 
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wenn der Kürze wegen Xjes 4- ^3^3 ^ mit z bezeichnet 

wird, alfü ist f(x -(- qdyi) = f[öi(xi + qdx,) + z], alfo 

j f^ ^ f[ei(xi + qdxQ + z] - f(eaX i + z) («,=0) 

d 
= dxifx = j-fx-dxi [nach 436] 

uX^ 

11=^1 fxidxi, 
und ebenfo für die übrigen Indlces. Setzt man diere Werthe 
in die vorhergefundene Gleichung ein, fo erhält man 
dxfx = Jjfx-dxi -f Jjfx'dxj ■{-••••. 

438. Wenn dxfx stethg ist, fo ist — fx oder Px ein 

von dx unabhängiger Quotient, und zwar, wenn ei, ej,-*- 
die normalen Einheiten von dx = e^Xj -|- ejXj +••• find, 
fo ist 

fx • e.= j-~fx = (f.fx 
dx, 

und f'x=-^^ — ^-^ — ^ , 
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WO (fj, ^2?'* oder v-, j— »••• die zu dem Verein der Ver- 

(iX^ 0X2 

änderlichen x^, X2,-** gehörigen DifTerenzialquotienten nach 
Xx, X2,* • bezeichnen. 

Beweis. Wenn x eine Zahlgrösse ist, fo ist (nach 428) 
auch dx eine Zahlgrösse und 

dx, qfx _ f(x + qdx) — fx _ f(x + qO — fx 
dx qdx q' ' 

wenn man qdx mit q^ bezeichnet. Nun wird q' mit q null, 
alfö ist 

dj^ _ dx^ _ r f(x + qO-fx 1 _ 

dx ■" dx ~L q' X^ ~^' 

d fx 
alfo da (nach Hyp.) dxfx, alfo auch ~— (wenn dx ^ ist) 

stetig ist, fo ist auch -^^ — ^/ "~ in q = stelig, d. h, 

(nach 427) es konvergirt diefer Ausdruck, wenn x konstant 
i$t, um q'=0 nach einem konstanten (von q^' unabhängigen) 
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Werthe, welchen er in q'=rrO erreicht; dierer Werth ist alfo 
bei variablem x eine blosse Funktion von x, unabhängig von 
q', d. h. von qdx. Es Tei diorc Funktion g>Xj to ist 

dxfx = 5px-dx, 
alfo ist g>x die Grösse , welche mit jedem dx multipliciri, dxfx 

liefert, d. h. (nach 435) yx = Ä~^^f »'^o ist -r-fx von dx un- 
abhängig. 

2. Es fei x = Xiei + XjOj +•• •, fo ist (nach 437) 
dxfx = ^ifx-dxi -f- ^^fx-dx, +• • •, 
wo j|, ^29** ^i<^ im Satze angegebene Bedeutung haben. Nun 
ist Tx (nach 435) der Ausdruck, welcher mit jedem dx = 
eidX| -f- ^2^X2 -f ••• multiplicirt dxfx giebt, alfo hat man 

Px(eidxi +e2dx2 + • • •)=^if^-dxi +<^2fx*dxa+« • •, 
alfo 

Px-eidXi+Pxeadxa-i =(fifx-dX|-f <f2fx«dxa4* • • •. 

Nun find nach Bew. 1 die Grössen SJx^ dafx,--* blosse 
Funktionen von x, alfo von dx^, dx,,-»* unabhängig; d.h. 
für jeden Werth x ist die rechte Seite obiger Gleichung eine 
Summe von Produkten der variabein Zahlgrössen dxi, dxa,* •• 
mit Grössen, welche bei unverändertem x fich nicht ändern; 
alfo muss auch die linke Seite von gleicher Form, und müssen 
die^ entsprechenden Koefficienten gleich fein, d. h. es ist 

Pxoj = rfjfx, f'xe2 = difXy* • • 
und Px ist als derjenige Ausdruck bestimmt, welcher, mit 
Cf, 62,* •- einzeln multiplicirt, beziehlich die Werthe i^iCXi 
djfx,- •• liefert^ d. h. (nach 377) es ist 

Anm. Hierdurch ist die Differenziation nach einer extenAven 
Grösse x auf die partiellen Differenzialquotienten nach Zahlgrössen 
zarückgefiihrt, während in 434 das Differenzial der extenfiyen Funk- 
tion aof die Differenziale von Zahlfunktionen zurückgeführt war, wo- 
durch alfo die Reduktion des nach einer extenfiven Grösse genomme- 
nen Differenzialquotienten einer extenfiven Funktion auf die nach 
Zahlgrösscn genommenen Differenzialquotienten von Zahlfunktionen 
vollendet ist. 
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439. Wenn z eine beliebige endliche Grösse, welche 
mit X von gleicher Gattung ist, und q wie bisher eine reelle 
Zahlgrösse bezeichnet, fo ist 

f(x + qz) = fx 4- q(zPx + N), 
wo N mit q null wird (und vorausgeretzt ist, dass dxfx stetig 
ist). 

Beweis. Es ist für jede endliche Grösse dx, welche 
mit X von gleicher Gattung ist, (nach 430) 

f(x + qdx) = fx + q(dxfx + N), 
wo N mit q null wird. Es ist aber dann (nach 435) dxfx 
7sdx-Px, alfo 

f(x -f qdx) = fx + q(dx • fx + N); 
da aber z nach der Vorausfetzung diefelbe Bedeutung hat wie 
dx^ fo können wir auch jenes für diefes fetzen und erhalten 
die zu erweifende Gleichung. 

440. Es ist 

dfy = Py . dy = j^fy • dy = dy fy 

auch dann, wenn y wieder Funktion einer beliebigen Grösse 
ist, auf welche fich die durch das vorgefetzte Zeichen d dar- 
gestellte Differenziation bezieht (vorausgefetzt, dass dy und 
dfy stetig find). 

Beweis. Es beziehe fich die Differenziation auf x und 
fei yc=9)x, fo ist (nach 430) 

(*) 9(x + qdx) = y + q(dy + N>, 
wo N mit q null wird und 

dfy = dKyx) = 5*(^i±Ä:iiV(q = 0) [429] 
_ f[Y + q(dy _H0] Ify^^ _ ^^ ^^^ 

WO N^ mit q null wird, ^ 

== Py(dy + N) + N' für q = 0, 
da nun N und N' mit q null werden , fo wird (nach 421 ) auch 
fyN + N' mit q null , und alfo ist 
dfy = f'y.dy. 



'n 
a 



«Ml aas 

441. Wenn x und y = fx ans den n ursprünglichen 
Einheiten ei, e2,***en numerisch ableitbar find, und 
X = XiCi + XaCj H — • + x^e, 

y = yiOi +yiOi -i — +y„p, 

ist, und dzY stetig ist, fo ist der Potenzwerth des Quotienten 
T-y gleich der Funktionaldeterminnnte von y^, Jit"' ^^^^ 

Xi, X],--*, d.h. gleich der Det^minante, welche aus den 
partiellen Dtfferenzialquotienten der Funktionen y^, J^r" 
nach den Yariabeln X| , X] , ■ • • gebildet wird , d. h. 



['■«i-=K0"=i.+-4.»' 
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dx^^^ dx.^»' 

wo fär jeden Index r von 1 bis n, das Zeichen t— den par- 
tiellen Differenzialquotienten bezeichnet, welcher nach x, Fe 
genommen' ist, dass alle übrigen unter den Variabein Xi,*«*x^ 
(ausser x,) bei der Differenziation als konstant gefetzt find. 

Beweis. Es ist, wenn das Zeichen -j— der Kürze wegen 
durch dr erfetzt wird, (nach 438) 

Px = ^iY> ^2Y>'">JaY 

alfo (nach 383) der Potenzwerth 

[f'xr=[d,y.(f,y...<r,y]. 
Aber da y = eiyi + e2y2 -| — • ist, fo ist (nach 434) 
^lY = ei^iYi + ej^iYa + • • •, alfo 

[Px]° = [feidiYi + eaJiYa -{ )(ei^2yi -fea^^Ya H )• • • 

(gj^nYi + Cad^Ya -| )] 

~J^+ 4iYr^2Y3 ^nYu ' [63], 

indem nSmlich [e^ea*-* ej (nach 94) gleich 1 ist. 

Anm. Der Begriff der FuDktionaldeterminante , wie er von J<ieobi 
in Crelle's Journal, Bd. 22, p. 319 ff., zuerst aufgestellt wurde, tritt 
hier als Potenzwerth der abgeleiteten Funktion in feiner wahren Be- 
dentang hervor*, und die dort nachgewiefenen Sätze ergeben fich aus 
diefer Bedeutung aufs leichteste*, ich überlasse diefe Ableitung daher 
dem Lefer. 

4A2. Wenn u eine beliebige Funktion der verinder- 
lichen Grössen x, y,**-- ist, fo ist 
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du = -r-U • dx + -r-U • dV + • • • 

dx dy •" 

= dxU + dyU +• ♦ •, 

wo -j-, -r-, • • die zu dem Verein der Veränderlichen x, y, • • • 

gehörigen partiellen DifTerenzialquotienten und dx, dy,*-* in 
demfelben Sinne die partiellen Differenziale bezeichnen (und 
die letzteren als stetig vorausgefetzt find). 

Beweis. Es fei x aus Teinen normalen Einheiten durch 
die veränderlichen Zahlgrössen X|, Xj,- • •, ebcnfo y aus reinen 
normalen Einheiten durch die veränderlichen Zahlgrössen y^, 
y2,*** ableitbar u. f. w. Man bilde nun ein neues System 
normaler Einheiten e^, e,,- • *, fi? fa? * * 9 - * *? und fetze v = 

XiOi + Xje, -\ — • + yifi + 72*2 -{ + • • • j fo wird u (nach 

352) eine Funktion der einzigen Variabein v und man erhält 
(nach 437) 

dvU = -— u dx. 4- ,— u • dxo -f • • • + t- u* dyi 
dxi * ' dxj dyi ^^ 

+ jrr« <ly2 H -i , 

wo -T— u. f. w. fich auf den Verein der Variabein Xj , X2 , • • 

QXj 

Yi» y2 9***9 '*' beziehen. Da u eine Funktion von v ist, fo 
können wir (nach 429) statt dyU auch du schreiben. Ferner 
ist, wenn man y, z, • • •, d. h. yi, yj,« • • z,, Zj,- • •, • • • kon- 
stant fetzt (nach 437) 

-r-u • dx == T-u • dxj + -j— u • dxo + • • • j und ebenfo 
dx dxi dxj 

-— udy = T-U'dyi + 1— udy* +• • • 
dy ^ dyi ^' ^ dya ^' ^ 

u. f. w. Alfo 



du = T-udx + -i-u-dy 4- 
dx ^ dy ^ ^ 



§. 3. Differenziale höherer Ordnung. 

MS. Erklärung. Wenn u eine beliebige Funktion 
ist, und ö und ii zwei beliebige DiiTerenzzeichen (dx,q, dy^q) 
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oder Differeiizialseichen (4^, dy) find, bei denea Och jedoch 
die Differenziation «nf ein und denrelben Verein von Variabein 
bezieht, deren Differentiale bei jeder Diffarensiaiion konstant 
gefetzt werden, fo verstehe ich unter iSiU den Ausdruck 
^(J|U), und nenne S3i in dierem Sinne ein Produkt von Dif- 
ferenzzeichen; und halte diefe Bestimmung auch dann noch 
fest, wenn ix ein Produkt von Differenzzeichen ist, d. h« 
ich fetze 

di^VL = d(JiU) 

dSiS^u = iiS^diU) = ^(JiCJaU)) 

u. f. w., 
wo d, 1^1, ^2 9** i^i^h ^uf denfelben Verein von Variabein be- 
ziehen, deren Differenziale konstant gefetzt werden. 

444. Erklärung. Wenn ä ein beliebiges Differenz- 
zeichen (dz,q) ist, fo fetze ich 

d^=:u 
d"^-% = W"u, 
letzieros jedoch nur, wenn n + 1 eine ganze ponUve Zahl ist. 

A n m. Ea l&ast fleh auch dem negativen Exponenten eine Be- 
deutung beilegen, was jedoch erst in der Integralrechnung klar wer- 
den kann. 

445. Es ist 

(a) dx,qdy,qf(x,y) 

_ f(x+qdx, y +q d Y) — f(x+ qdx, y) — f(x, y+qdyj+fx 

auch wenn f(x,y) noch andere Veränderliche enthält , welche 
aber alle bei der Differenziation Konstant gefetzt werden, und 
ebenfo ist 

(b) dj^qdy, qU =5 dy, qdx, qU. 

Beweis. Es ist (nach 443) 
d«,qdy,qf(x,y) 

=d»,q[dy,qf(x,y)] 

=d,,q !^y±sly)zd[(i'i^ . [435] 

H 

und dies m^ dcmi^lliien Satfe. 

_ tiCx-f<[dx,y4-(|dY)— fU+1<i»».Y) - f(*. Y+dy>+ f(x, y). 
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Airö Formel a erwiefen. Aber aus diefer Formel folgt 
fogleichy dass dy,qdx,qf(x, y) denrelben Ausdruck liefert, wie 
dx,qdy,qf(x, y), alfo auch Formel b erwiefen. 

Anm. Ifan hätte auch das zu y gehörige q von dem zq jl gc&ö- 
rjgen vei^chiedcn fetzen and jenes etwa mit qi . be^eich^en kennen, 
fo wären die Formeln noch beatchen geblieben^ eine Verallgemeine- 
rang, die jedoch ohne beronderen Nutzen ist. 

446. Die Ordnung der auf einander folgenden Differenz- 
Zeichen (dx,q u. f. w.), unter denen die . Differenzialzeichen 
mit einbegriffen lind, ist gleichgültig für das Refilltat. 

Beweis. Denn nach 445b lassen tich je zwei auf ein- 
ander folgende Differenzzeichen vertauschen. 

447. Wenn ein höheres Differenzial stetig ist, fo find 
auch die niederen Differenziale, durch deren fortsebreitendc 
Differenziation jenes entstanden ist, stetig. ^ 

Beweis. Es fei u ein beliebiges Diff^enzial, und fei 
dxU stetig. Es wird u im Allgemeinen eine Funktion der 
Variabein x, y,-* und ihrer Differenziale fein. Allein da bei 
der Differenziation nach x alle übrigen Variabein und liSniMi- 
liche Differenziale als konstante behandelt werden, fo genügt 
es für diefc Differenziation, u als blosse Funktion von x zu 
betrachten. Es fei in diefem Sinne u = fx, fo ist 

Da tiun dztt stetig ist, fo muss der in Klammer geschlossene 
Bruch um q = nach einfer bestimmten endlichen Gränze 
konvergiren, die es iii q==0 erreicht, alfo muss mrl dem 
Nenner (q') auch der Zähler null werden, d. h. fCx-f'Q^lx) 
— fx muss mit q null werden , d. h. (nach 425) fx ist in x 
stetig, alfo auch u. Durch Fortfetzung diefer Schlussweife 
gelangt man zu dem allgemeinen Refultate des Satzes. 

448. Es ist, wenn A einen Ausdruck mit.n Lücken 
von der Gattung x bezeichnet, 

d°H;^x°) = ^ "^ ■,, ^x°-"^dx°^. 
^ (n — in)! 

Beweis 1. Der Satz gilt (nach 481) für m^f. 

2. Wenn nun der Satz für irgend eiiien Werlh m gilt, 

fo gilt er auch für m -\- l;.denn dann ist 



•d»+.»(^x»)= d.Cdyjlx») [448] 

da nach der Annahme der Beweis für den angfenommenen 

Werth m gilt; da nun (nach 443) dx bei der DiiTerenztatioR 

als konstant betrachtet werden foll, und es mit x von gleicher 

n' 

Gattung ist, fo ist . r-.-4dx" ein Ausdruck mit n — in 

(n — m)! 

Lücken, folglich erhalten wir (nach 431) den zuletzt gefun- 
denen Ausdruck 

(n — min! ., «« _ ««.u 

(n — m) ! 

= -, ,,, ^x°-"-^dx'"+S 

(n— m — 1)! 

d. h. der Satz gilt dann auch, wenn man m -f 1 ^^^^ ^ fetzt; 

da er nun (nach Bew. 1) für m = l oilt, fo gilt er auch für 

m = 2, und weil für m = 2, fo au^ für m = 3, alfo für 

alle pontiven Werthe. 

449. Wenn Ct , e^ , • • • die normalen Einheilen von 
x = Xiei +X2e2 +'• find, und Jj, (f2,**- die zu dem Ver* 
eine der Veränderlichen x^, Xj,--« gehörigen partiellen Dif- 
ferenzialquotienten nach x^, X2,**- bezeichnen, fo ist (vor- 
ausgefetzt, dass d^u stetig fei) 

d^u = JS^Jftdi • • • • u • dx« • dxt • • • , 
wo die Anzahl der Faktoren dx^dx» • • • • in jedem Gtiede n 
ist, und die Summe fleh auf alle unter diefer Bedingung 
möglichen ganzen pofitiven Werthe a, b,-** bezieht. 
Beweis. Nach 437 ist 

dxU = J^^jUdXa. 

DifTercnzirt man noch einmal nach x, fo ist, da bei diefer 
DifTerenziation (nach 443) dx, alfo auch dX], dx,,» ketistant 
ZU fetzen find, (nach 437) 

dxU = ^ii ia u • dxa dxi = ^^a<^»udxddx( [446] 
u. f. w. 

d" 

450. Erklärung. Unter -r-rfx oder unter P">x ver- 

. ® dx" 

verstelbe ich (vorausgefiettt, dass d'fx. stetig ist) den Aus- 
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druck, welcher mit dx" tfmtliplioirt, was aucH dx für eine 
mit X gleichgattige Grösse fein mag, d^fx liefert. 

451. Wenn d^fx stetig ist, fo ist f^'^^x derjenige Aus- 
druck mit je a Lücken (in jedem Oliede), welcher die Eigen*- 
scbaft hat, dass 

n 

(a) f<°>x(e,e^- ) = S^S^ fx 

Hl, für jede Reihe von n Indices r, s, • • *, wobei die Bedeu- 
tung von ei, e2,---, Jj, ^25'"> diefelbe ist, wie in 449. 

Beweis. Nach 450 ist zu zeigen, dass allemal f(^>x*dx'' 
= d^fx ist, wenn P^^x der Gleichung (a) genügt. Es ist dann 

P'^xdx'^ = P°>xfeidxj -f Cadxj -| )" 

= ^ P'^^xCe^jOB • • • • )dXadxB • • • 
nach deno allgemeinen polynomischen Lehrfatze (oder auch 

nach 45) .^ 

= 2^iA fx- dxadxj- . . [a] 

= d;fx \ [449]. 

49S. Brklftrung. Wenn x, y,.**- Zahigrössen und u 
eine Funktion derfelben ist, fo vwstehe ich, wenn a + b -f* - - 

dx»dy^ 



= n ist, unter . . ^ — ü den Ausdruck 



dx»dy?*» • • dx*dy^' • - • 



r!>, . . dx*dy^ 
wo lich 4Ae Difto'enziatiQnen auf den Verein der VarUbeln 
%^ y» ' * * beiiehen , und dx, dy, • • > von Null verschieden an- 
genommen find. , . ^ 

Anm. Die partiellen Differenzialqaotienten nach verechiedenen 
extenfiven Yariabeln können fast überall entbehrt werden, da man 
mehrere extenfive Variabein stets auf eine einnge zurückführen kann 
(nach 352). 

11(13. Wenn y noch wieder Funktion einer beliebigen 
Veränderlichen ist, fo ist (die Stetigkeit der vorkommenden 
Differentiale vorausg^fetzt) 



nl ^ 



Beweis. Wie in der gewöhnlichen Analyfls. 
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fk$f. 3. KnenMtd^ Urifim. 

§. 1. Die unendlichen Beihen im Allgemeinen. 
454. ErkliFung. Eine Reihe u« + Ui + u^ + 



• • • • 



heisst ttoht, wenn fich eine pontire Zahl T >- 1 finden Ittsst 
von der Art, dass Uq, UjT, UsT^,*«« bis ins Unendliche bin 
endlich bleiben, d. h. dass fie numerisch kleiner bleiben als 
eine gewisse endliche Grösse H, To dass alfo 

n^T num. <: M 
bleibt ftr jeden Index r. 

458. Zttfatz. Setzen wir -7=> = |, fo können wir die 

Bedingung der Aechtheit auch fo ausdrücken, dass fich zwei 
pofitive Zahlen t und M, von denen t^ 1 ist, finden lassen, 
fo dass stets 

n, : t' nnm. < M 

bleibe. 

496. Jede ftchte Reihe ist konvergent. 

Beweis. Es fei R = Uq + ^i 4-^2+'** ^^^ Achte 

, Reihe, To giebt es (nach 455) eine pofitive Zahl <: 1 von der 

Art, dass, für jeden Index r, u, : t', was wir mit a, bezeichnen 

wollen, numerisch kleiner als eine gewisse endliche (pofitive) 

Zahl M fei; dann wird 

R = a^ ^ a^t -1- ajt* + • • • • , wo a, num. < M. 
Der Rest ^^ diefer Reihe von dorn Gliede a^t" an ist 

Nun ist a, num. <: M, a,t' num. <: Mt% alfo (nach 418) 

f^ num. <c Mt" 4- Ml^t^ -| 

num. < Mttl + t + t* H ) 

t" 

num. < Ml :. 

1 — t 

Nun lässt fich hier n fo gross wählen , dass q^ num. kleiner 

wird als eine beliebig gegebene pofitive Grösse k, und auoh 

bleibt, wenn n noch wftchst; dies wird nämlich erfüllt^ wenir 
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* 

ist. Da alfo der Rest ^^ ™i^ wachrendem n nach Null zu kon- 
vergirt, fo ist die Reibe konvergent» 

Anm. Um die Beaiehung zwischen ächten, anächten, konver- 
genten und divergenten Reihen noch anschaulicher hervortreten zu 
lassen, will ich hier noch die unächtcn Reihen berühren. Wenn die 
fämmtlichen Glieder einer unächton Reihe endlich bleiben , d. h. nume- 
risch kleiner bleiben als eine endliche pofitlve Zahl M, fo will loh 
fjiefe Reihe eine ücbergangs reihe nennen, wenn dagegen die 
Glieder einer Reihe unendlich werden, d. h. wenn es zu jeder pofitivcn 
Zahl M Glieder der Reihe giebt, welche noch grösser als H find, fo 
mag eine folche Reihe eine ab für de heissen. So z. B. ist die Reihe 
t + it^ -|- it' 4-' • • • eine ächte, wenn der numerische Werth der Zahl- 
grösse t kleiner als 1 ist *, fie wird eine Uebergangsreihe , wenn t nume- 
risch gleich 1 wird, und zwar eine divergente Uebergangsreihe, wenn 
t=l, eine konvergente, wenn t=s — 1 ist*, fie wird abfurd, wenn 
t num. :> 1 wird. Eine folche abfurde Reihe ist stets zu verwerfen. 
Hingegen hat die Uebergangsreihe mit der ächten noch das gemein, 
•dasB fie den Werth der Funktion, welche durch die Reihe dargestellt 
werden foU, wirklich ausdrückt, gleichviel ob fie konvergirt oder 
divergirt. Im letzteren Falle zeigt fie, &ll8 ße fich dem Unendlichen 
nähert, dass für diefen Fall in der That die Funktion unendlich wird; 
fo z. B. ist die obige Reihe bekanntlich die Reihe für — log. (1 — t) ; 
diefe Funktion wird mit t^^l unendlich, ebenfo wie die Reihe t-f- 
jt34->jt'-f ••', und diefe stellt alfo auch für diefen Fall noch den 
Werth jener Funktion dar. Oder, um ein einfacheres Beispiel -za 
wählen, die Reihe 1 -^- t + 1* -|-* • wird für t = + 1 eine Uebergangs- 
reihe-, und zwar nimmt fie für t = 1, entsprechend der Funktion 

1 

z — -, deren Entwickelung fie darstellt, unendlichen Worth an, — 
j. ^"^ i 

Wenn hingegen die divergente Uebergangsreihe fich keinem unend- 
lichen Werthe annähert, fondern stets, wie weit man fie auch ver- 
folge, zwischen verschiedenen Werthen hin und her schwankt, wie 

z. B. die Reihe l+t-^-ta-^ bei dem Werthe t = — 1, fo läset 

fich dennoch ihr Werth aus der Gränze bestimmen , nach welcher jene 
Reihe konvergirt, wenn man t zuerst kleiner als 1 fetzt und fich dann 
t der 1 unbegränzt annähern lässt^ Aber alle diefe Uebergangsreihen, 
felbst wenn fie konvergiren, dürfen nur mit Vorficht angewandt wer- 
den*, da die Rechnungsgefetze ächter Reihen auf fie nicht mehr an- 
wendbar find. 

497. Wenn a eine beliebige Grösse, b, c,*-- aber 
Zahlgrössen find, fo ist der numerische Werth (^) des Pro- 
*duktes (abc • • • ) diefer Grössen , gleich dem Produkte ihrer 
numerischen Werthe (a, i^, y,» • 05 f'« h, 
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Beweis 1. Fttr zwei Grössen. Es feien ej, ej,*" die 

raellen, ici, ie2, • • • (i =p^ — 1) die imaginären Einheiten von 

a^Of^ + ^Ytfiai wo die a^ und /a *^"ß T^^^U find 

und fei b = (f + d, fo ist (n^h 414) a» =f JS^aT+TT,! /»^ 
== J^ -}- €^ Ferner ist 

= (cJ^-M*JZ«J + yJ=/?V, . ^ 

allb,'da ^, a, jS pofitiv find, ' » . 

Q=:aß, d.h. abnum. = a/J. 
2. Da nun (nach Bew. 1) ab num. = aß ist, fo ergiebt 
fieh (nach Bew. i) abc num. :;= öjSy u. f. \v. 

458. Wenn a und ai beliebige Grössen, b, c^«"-'- bj, 
C|,*** aber Zahlgrössen find und 

ia num. < ai , b num. <: bj, c nuin. < c,,* - • 
find, fo ist auch 

* abc- ' • «um. •< aib^Ci • • •. 

Beweis. Denn es feien a, jS, y, • •, cci, /J^, Yif*" ^^ 
ziehlich die numerischen Werthe von a, b, c,* «•; ai, b|, C|,- ••, 
fo ist (nach 457) ä]9y- • • der humcrfschte Werth v«« abö-''-^ 
und aißiYi"- der von aibiCf*. Da aber rt, j5, >',•'*'•; «i, 
A> Yw " pofitive Zahlen find und a -< aj , ß ^ ßu Y'^Yu*" 
ist, fo ist auch aßy^ • • ^aiß^Yi' •> d. h. abc- • • num.<..aibiCi- •. 

Aiim. Diefe zwei Sätze, welche rystematisclicr nach 419 ständen, 
find hier nachgeholt, um fie im Folgenden verwenden zu können. 

4199. Wenn mehrere Reihen acht find, fo ist auch ihre 
TKelfachenfumme acht, d. h. wenn 

Rj=Ux +u; +uf)+u?^4---- ' • 
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flehte Reihen find , und ai , (hr " ^n beliebige endliche Zahl- 
grössen find, fo ist auch die Reihe 

' R =iu''+u^^^u^»^-fti^'^ +•'••, . ; ^ '' ' 

wo 'filf^jed^ Zei^erf fe "' "'* ^ 
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uW == «iu^*> + Oaii?^ -1 a„u^*^ 

ist, eine ächte Reihe. 

Beweis. Da R^ eine ächte Reihe ist, fugiebt es (nach 
454) zwei poHtive Zahlen Ti und M{, von denen die erstere 
>:1 ist, voa der Art, dass flir jeden Züger s 

uWTi num. <: Mj 
Tei. Ebeafo lassen fich fQr die übrigen Reihen R^«« * * * Ra folche 
pefitiven Zahlenpaare Tj, Ha,**« T^, Mn finden, von denen 
die erste jedes Zahlenpaares ^ i, nnd fo, dass 

u^'^Tj num. <: Ma,- • • «?^T„ num. < M^ 
ist. Es fei T die kleinste der Zahlen Ti,--T., alFo noch 
T > 1 , fo bleibt 

u^«)T num. -< Mi, uj»^! num. <: Ma,- • u^»)! num. -c M„, 

airo auch (nach 458), wenn ßi, • • ß^ die numerischen Wertha 
von Oj,-« • ttn find, 

«lU^«)! num. <: /9iMi, , a^ui«>T num. < /?.M^; 

folglich, da die rechten Seiten diefer Vergleichung pofitiv find, 
fo ist (nach 418) 

«i<*^T -{ + a^u^'^T num. <^ßiVli -| + ßjl^, 

ib. 

u(«)t num. <: M , 
wenn i}iMj+'** ßji^ mit M bezeichnet ist; folglich isl die 
Re^ihe. R (nach 454) eine ächte. 



§.2. Die Beihen als Funktionen einer ZablgrÖsse. 

460. Der nach der Zahlgrösse x genommene Differenzial- 

quotient einer ächten Reihe R=ao -faiX -^ aax'+ • « • ^^J^aaX* 
ist wieder eine ächte Reih^. 

Reweis 1., Da R eine ächte Reihe ist, fo müssen nch 
(nach 455) zwei pof. Grössen t und M, von denen die erste 
<: 1 ist, finden lassen, fo dass für jedes r 

-^— num, <: M 

ist. Nun fei r eine pofitivc Zahl zwischen t ui^ 1, d. h. 
T :> t aber <^ 1 , fo zeige ich , dass alle Qliedc^ der Rqil^ 



die Eigenschaft haben, dass für jeden Index r bis ins Unend- 

rajc'""^ 
liehe hin der Ausdruck ——, — endlich Tei. In der That ist 

-r 

ra^x'"* r^ a^x' 

~? ""x^* t' • 

Der zweite Faktor ist (nach Hypoth.) numerisch kleiner als 

M, alfo (nach 459) der ganze Ausdruck 

rt' 
num. < ^Mi , ' 

wenn wir der Kürze wegen den numerrschen Werth von M : x 
mit Ml bezeichnen. Nun fei n ^ -, was stets möglich ist, 

da r grösser als t, alfo z — t ungleich null ist. Dann wird 

t t" 

n > (n -f 1)—, oder, indem wir mit — multipliciren , 

ni'» (n 4- iW^^ 

'~i -^ ^ — "^ y ^^^ *"^ gleichem Grande 



T 



(n + l)l°^i ^ (n + 2)^^^^ ^ 
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Nun werden aber die Ausdrücke 
_t^ 2t^ nt" 

da ihre Anzahl endlich ist, und fie alle endliche Werthe haben, 

kleiner fein als eine gewisse pofitive endliche Grösse; diefe 

rt' 
heisse m. Da nun alle Ausdrücke — für jedes r, was grösser 

als n ist, wie eben bewicfen, kleiner als -r- flnd, und dies 

letztere < m ist, fo werden alle jene Ausdrücke für jeden 
Werth yon r kleiner als m fein, alfo auch 

--Mj <c mMi. 

Hier ist m eine endliche Grösse, aber auch M], wenn 
niqht etwa x gleich null ist, alfo auch mMi endlich, alfo auch 

ra x'~~^ 

-T-~— numerisch kleiner als eine endliche Grösse, d. h. die 

20» 
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Reihe j-R ist eine ächte , vorausgefetzt noch, dass x ^ ist. 

Wenn aber x = ist, fo ist — R=:ai, alfo gewiss eine 
ächte Reihe. 

2. Da nun -pR eine ächte Reihe ist, To ist (nach Be- 



d 



2 



weis 1) auch dessen Differenzialquotient nach x, d. h. -r— ^R 

eine ächte Reihe u. f. w. 

461. Wenn eine Reihe ao + ajx + a^x^ -f- . . . für irgend 
einen Werth x' der Zahlgrösse x acht ist, fo ist fie es auch 
für jeden Werth der numerisch gleich oder kleiner als x' ist. 
Beweis. Denn wenn die Reihe für x = x' acht ist, fo 
müssen fich (nach 454) zwei pofitive Werthe T und M, von 
denen der erste > i ist, angeben lassen, fo dass für jedes r 

a^xT <: M 
ist. Dann ist aber, wenn xnum. = <:x' ist, 

a^'T' num. = <: a^'T' [458] 

num. < Ml , 
d. h. die Reihe ao -f aiX -f a2X^ ^ . . . ist dann auch eine 
ächte (nach 454). 

Anm. Es folgt hieraus fogleich (nach 360), dass auch die nach 
X genommenen Dififerenzialquotienten jener Reihe für jedes z, was 
numerisch gleich oder kleiner als x* ist , ächte Reihen , alfo auch stetig 
fein müssen. Daraus folgt auch umgekehrt , dass wenn eine Funktion 
fx iür irgend einen Werth von x, der numerisch kleiner als x' ist, 
fich in einer ächten Reihe foll entwickeln lassen , nothwcndig fx und 
feine Differenziale für jeden Werth, der numerisch gleich oder kleiner 
als x' tat, auch stetig fein müssen. Und es kommt darauf an, ob 
diefe Bedingung der Stetigkeit ausreichend dafür ist, dass fich fx in 
einer ächten Reihe entwickeln lasse. Zu dem Ende kommt es darauf 
an , fx für die verschiedenen numerisch gleichen Werthe zu betrachten, 
namentlich für eine Reihe folcher Werthe, von denen jeder folgende 
aus dem vorhergelienden durch gleiche circuläre Aenderung her\'or. 
geht. Nun hat Cauchy nachgewiefen , dass, wenn fx stetig ist, das 
arithmetische Mittel aller Werthe, welche fx erhält, indem x fort- 
schreitend einer konstanten circulären Aenderung unterworfen wird, 
bis X wieder zu dem ursprünglichen Werthe zurückkehrt, ein Aus- 
druck ist, welcher stets nach ciper konstanten (von x unabhängigen) 
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Giünxe konvergirt, fobald der Winkel der eirenlaren Aendemng; Ter- 
schwindend klein wird. £r hat aut dieTem Saixe auf eine fehr rinn« 
reiche Weife die Bedingung abgeleitet, unter welcher eine Funktion 
fz fich in einer konvergenten (genauer in einer Ucbten) Reihe ent- 
wickeln lässt, woraber Moigno Lebens de ealcnl diiferenticl Tom. 1 
p. 150 88. KU vergleichen iat. Der Gang der folgenden Entwickelnng 
ist im wefentlichen derfelbe, wie er in dem angeführten Werke ge- 
wählt ist; doch ist hier die Betrachtung verallgemeinert, in fofern Ix 
als extenfive Grösse betrachtet wird) während x felbet eine Zahl- 
grösse bleibt. 

1162. Lehrfatz und Erklärung. Wenn Px stetig ist 
für jede Zahlgrösse x, deren numerischer Werth zwischen 
den Grfinzen a und b liegt ^ und 9 eine n-te Wurzel der ab- 

foluten Einheit und zwar 9= cos. f- i (in. — ist, fo kon- 

vergirt der Ausdruck 

n ^ n 

mit unendlich wach Tendern n nach einer konstanten (von x 
unabbingigea) Gränze. Diere konstante Grinse fei das zu 
jenem Stetigkeitsgebiete gehörende konstante Glied der 
Funktion fx genannt und mit C(fx) bezeichnet. 

Beweis des Lehrfatzes. Da Px stetig ist, fo ist 
(n«ch 439) 

f(x + q)~fx = q(Px + iV3, 
wo N mit q null wird. Da nun 9^ numerisch gleich i ist^ 
fo ist x9* numerisch =x, alfo auch P(x9*) stetig. Setzt man 
nun in die obige Gleichung x®* statt x, und q = x®^(®— 1); 
fo verwandelt fich x -f^ q in xG^^ und wir erbalten, wenn 
wir noch dem JV den Zeiger a beifügen, 

f(x©«+i) — jf(x»«) = x©«(® — l)[P(x©«) + JVJ. 

Nun ist, wenn wir j- mit d bezeichnen, ^f(x©«) = ©«P(x©«) 
(nach 440); alfo wird 

indem wir statt d^iV^, welches mit Na numerisch gleich ist, 
alfo, eben fo wie dies, mit q zugleich null wird, N'^ geschrie- 
ben haben. 
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Gehen wir nun zum arithmetischen Mittel über, To wird, 
wenn die folgenden Summen von a = 1 bis n genommen 
werden , 

Die linke Seite ist null; denn die dort erscheinende Summe 
ist gleich 

f(x0»^-i) + fCx©«») + f-f(x02) — f(x©») — f(x02) 

— f(x©), alfo =f(x©»+0 — f(x0) = O, 
d^ ©» = 1 , alfo x©^ f-* = X© ist. Somit erhalten wir 

^ n n*- 

1 K 

Aber — 2^1^' i ist das arithmetische Mittel der Grössen 
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N\j iV^2 9'"9 i^^ ^'^^9 ^'^ gross auch n fei, numerisch klei- 
ner als der grösste numerische Werth diefer Grössen, den 
wir mit N' bezeichnen wollen. Wenn nun n unendlich wird, 

2n 2n ^ 

fo konvergirt ©=cos. f-ifin. — nach 1, alfo © — 1 nach 0, 

alfo konvergirl auch q = x©*(© — 1), was mit x(© - 1) nu- 
merisch gleich ist, nach 0, alfo auch iV'i, iV'2,**', alfo auch 

jN'; alfo auch 6 7 — \ da fein numerischer Werth noch 

j^^^ n 

kleiner ist als der von N'. ^ Setzen wir die Gränze, nach 

2'f(x©*) 
■ konvergirt =spx, fo haben wir alfo 

jjpx = 0, d.h. 9>x = Const. 

Anm. Ich habe hier den Satz, dass, wenn das Differenzial einer 
Fanktion null bleibt, die Funktion konstant fei, aU bekannt voraus- 
gefetzt , um hier nicht die £nt Wickelung zu unterbrechen. Der Beweis 
diefea SataeB ist im Eingänge dea folgenden Kapitels (der Integral- 
rechnung) nachgeholt, und zwar ohne dass in die fem 6e weife auf 
irgend einen Satz des gegenwärtigen Kapitels zurückgegangen fei. 

A63. Das konstante Glied einer Yielfachenfumme von 

Funktionen (deren erste abgeleitete Funktionen stetig find), ist 

die entsprechende Yielfachenfumme aus den konstanten Gliedern 

der Funktionen, d.h. (wenn PjX, ^2^9" stetig fmd, fo ist) 

C[aifiX + «afax + • •] = aiC(fix) + a2G(fax) H . 
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Beweis. Wenn @ diefelbe Bedeutung: wie in 462 hat, 
fo ist C(f|X) die Gränze, nach welcher — ^fi(x0«) mit un- 



n 



1 



endlichem n konvergirt, d. h. es verschwindet — ^fi(x0*) 

4 4 

— C(fix) mit — , ebenfo — X»"2Ü0«) — C(f2x) u. f. w., alfo 
(nach 421) auch ihre Yielfachenrumme , d. h. 

i-Zaifi(x0«) + a2f2(x©«) + ---- aiC(fiX) ^ a^CCfax)-. -, 
d. h. es konvergirt 

nach ttjCCfix) + a2C(f2x) +•••*• Aber die Grfinze, nach 
welcher jener Ausdruck konvergirt, ist (nach 462) mit 
C(aifiX + ctjfaX -}-• •) bezeichnet, alfo 

C(aifiX + a2f2X H ) = aiC(fix) + Ö2C(f2x) H . 

1164. Wenn m eine ganze Zahl, aber ungleich null ist, 

[o ist 

C(x"") = 0. 

Beweis. C(x™) ist (nach 462) die Gränze, nach welcher 

1 x^ 

— ^ixS^y^ mit unendlich wachfendem n konvergirt. Es ist 

aber — Z(x®*)™ = — Z®"^ Nehmen wir n fo gross an, 
n II ° 



dass m num. <: n ist, und fetzen Z®°^* = s, fo ist 

S = 1 -f. 0°» + ©2m _j ^ 0(n-l)m^ 

weil 0*™ = 1 ist. Es geht aber der obere Ausdruck aus dem 
unteren durch Multiplikation mit 0^ hervor; alfo haben wir 
s0°^ = s, d. h. s(l — 0«) = O. 

2n in 

Es ist aber (nach 462) 0=:cos.— + ifin.— , alfo 0« 

= cos. ~- 4- inn.-5^: alfo da — ein ächter Bruch ist, fo 
n \ n ' n 

ist 0"^1, alfo folgt aus der Gleichung s(l — 0«) = O, dass 
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s gleich null ist, alfo auch — X®"*=0, d. h. — X(x0«)"=O, 

fobald n > m ist, alfo die Gränze, nach welcher diefer Aus- 
druck mit unendlich wachfendera n konvergirl, 0, d. h.C(x"*)=0. 

Anm. In diefen Sätzen liegt der Grund der obigen Benennung, 
indem, wenn fx eine beliebige (begränzte) Potenzreihe von x mit 
ganzen pofitiven oder negativen Exponenten und dem konstanten 
Gliede a ist, C(fx) gleich diefem konstanten Gliede a ist. 

465. Wenn x num. ^ a ist, fo ist 
^ ^ X 

X — a 

Beweis. Es ist 



X — a ' X ' x^ x'""^ x'-^Cx — »y 

Alfo (nach 463) 



- 1 + C[^r-i(x - a)J- 



x — a 

Nun ist das letzte Glied der rechten Seite (nach 462) nume- 
risch kleiner als der grösste der Ausdrücke, welche aus 



a' 



Xr-l 



j^ — — — r hervorgehen, indem man statt x beliebige mit x 

numerisch gleiche Werthe fetzt. Der grösste diefer Ausdrücke 

ist, wenn A und X die numerischen Werthe von a und x find, 

A' 
= Yr^iTv Iv ^^* ^^^ P ®'"® beliebige pofitive Grösse, fo 

A' 
kann man r stets fo gross wählen , dass \^zip%rzrr\ ^^^* ^ P 

wird, und auch bleibt, wenn p noch wächst; alfo wird dann 



fe]- 



1 num. -< p, 



d. h. numerisch kleiner als jede poiltive Grösse, d. h. =0, alfo 

466. Wenn die zweite abgeleitete Funktion von fx stetig 
ist ffir jeden Zahlwerth x, der numerisch kleiner als x' ist, 
fo Iftsst nch fx in einer ächten, nach Potenzen von x auf- 
steigenden Reihe entwickeln. Und zwar, weniv z num. ^ x, 
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aber num. *< x' ist und das Zeichen C Fleh auf die Variable 
z bezieht, wfthrend x als konstant gefetzt wird, To ist 



--i^hZ^-iB 



und wenn X und Z beziehlich die numerischen Werthe von 
X und z find, und F der grösste der numerischen Werthe ist, 
welche fz für die verschiedeneo Werthe von z , welche nume- 
risch = Z find, annimmt, fo ist jedes Glied der obigen Ent- 
wickelungsreihe von fx, und auch der Rest der Reihe numerisch 
kleiner als das entsprechende Glied und als der entsprechende 
Rest der nach Potenzen von X entwickelten Reihe 

ZF 



-If- 



Z -X 

Beweis. Es fei zunächst für z nur vorausgefetzt, dass 
es numerisch kleiner als x^ fei, fo ist (nach Hyp.) P'z stetig, 
alfo (nach 447) auch Pz und fz. Nun fei x als konstant be- 
trachtet, und nur z als variabel, und fei das konstante Glied 
der Funktion 

j. z(fz — fx) 

^ Z — X 

betrachtet; alfo zunächst die Stetigkeit von q>'z unterfucht. Es 

ist zuen!t für z = x der Ausdruck (nach 429, wo 

z — X 

man nur dx = 1 , und x + q = z zu fetzen hat) = fx = fz, 

alfo in diefem Falle 9)z = zrz, alfo q)*z in diefem Falle = fz 

-f- zf'z, alfo stetig, da fz und fz es find. Ferner, wenn 

z^x, alfo z — x^O ist, fo ist 

fz — fx , zf z z(fz - fx) 

^ Z — X Z — X (z -— x)^ 

Da nun fz, fx, z stetig find, und z — x ^ ist, fo ist 
auch in diefem Falle g>*z stetig; alfo g)'z fo lange stetig, als 
z num. < x' ist. Somit bleibt C(5pz) (nach 462) von unver- 
ändertem Werthe, fo lange z num. < x' ist, aber für z=0 
wird (nach*) g>z gleichfalls null, fomit ist C(5pO) = 0, alfo 
auch C(9)z), alfo erhalten wir die Gleichung 



cPi^£JiO-]==o. 
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Nehmen wir jetzt z numerisch >■ x aber noch immer, num. 
x' an, fo ist z — x^O und es find dalier und 



Z — X Z — X 

To wie ihre Differenziale nach z stetig, alfo (nach 463) 



4r^x]-'4^J=« 



2 

Aber C = 1 (nach 465, wo man nur z statt x, und 

Z *■"" X 

X statt a zu schreiben hat), folglich hat man 

Z X x^ x' — ^ x' 

Nun ist -_ = 1 4-- + ^ + ••• + — , f ,7=,(,_,), 

alfo (nach 463) 

fx = C(fz) + xC0) + *'K^)+ • • 

+ -<^.) + '^^^^y 

Hier ist das letzte Glied (nach 462) numerisch kleiner 

als der numerisch grösste der Ausdrücke, die man erhält, wenn 

x'fz 

man in -^:::^ 1 statt z alle möglichen mit ihm nume- 

z (z — xj 

risch gleichen Werthe fetzt. Der grösste der numerischen 

Werthe, die dabei fz annimmt, ist oben mit F bezeichnet, die 

numerischen Werthe von z und x aber mit Z und X; der 

numerisch grösste Werth, den annehmen kann, ist 

1 ,r . , /. x'fz _ X'F . 

alfo ist C— -TT :: num. < ^. „^^ =rr: und aus 



Z ~ X' z'-*(z — X) Z'-KZ - X)' 

gleichem Grunde find die übrigen Glieder, vom ersten anfan- 

XF X^F X'-^F 
gend, numerisch kleiner als F, -=-, Tj^r" »yFri" > ^^^ find 

Li /j L 

aber die entsprechenden Glieder und ersteres der entsprechende 

FZ V^X^ 

Rest der Reihe =^ — = = F > =^. Da nun endlich die letzt- 
genannte Reihe eine ächte ist, fo ist auch die Reihe für fx, 
da ihre Glieder numerisch noch kleiner find, als die Glieder 
diefer Reihe, eine ächte. 
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467. Der Tay lor'scbe und Maclau rin'sche Satz. Wenn 
f'x stetig ist ror jedes x, was numerisch kleiner als x' ist, fu 
ist in dcmrulhen Umfange 

fx = f(0) + xf'(O) -f- ~l"(0) + yjP'JO + . . 



a! 



Beweis. Denn dann Ifisst lieh fx (nach 46&) in einer 
Reihe entwickeln. Es fei diefe Reihe 

(*) fx = Zal^ 
fo ist 



2 a! 
(a-n)! 



alfo f^°H) = n!aB, da alle übrigen Glieder null find, alfo 

Dies in (*) eingefetzt giebt die zu erweifende Gleichung. 

Anm. Da f(a4-x) als Funktion von x betrachtet werden kann, 
fü ist es überflüssig, den Satz in zwei Sätze (den Taylor'schen und 
Maclaurin'schen) zu zertrennen. 

§. 3. Entwickelnng der Funktionen mehrerer ZaiilgröBsen oder 

Einer extensiven Grösse in Beihen. 

1168. Lehrfatz und Erklärung (Erweiterung von 
462). Wenn f(xi, X2,**0 eine Funktion mehrerer verfinder« 
lieber Zahlgrössen x^, x,,- • • ist, und die zu diefem Vereine ge« 

hörigen partiellen ersten Differenzialquotientcn -r— f(xi, Xa,- • •)> 

j~f(xi, Xj, •••)?•• • allemal Stetig find, fobald gleichzeitig der 
0X2 

numerische Werth von x^ zwischen den Grftnzen ai und bj , der 

von X2 zwischen den Gränzen ^2 und b2 liegt u. f. w»; und wenn 

endlich 0i==cos. hnm. — , ®2 = cos. f- ifm. — , •••, 

Uj ni' ' na ' 1^2 

fo konvergirt der Ausdruck 

VrT ZfO^®?, X2 0^„-..) 

21 
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mit den unbegränzt wachrenden ganzen Zahlen nj, nj,*** nach 
einer konstanten (von X|, X2,-*' unabhängigen) Gränzc. Diefc 
konstante Gränze fei das zu jenem Stetigkeitsgobicte gehörende 
konstante Glied der Funktion f(xi, Xj,- • •) genannt und mit 
C[f(xi, X2,*«0] bezeichnet. Dann ist für 2 Variabein 

C[f(X„ X2)] = Ci(C2[f(Xi, X2)]), 

wo C2 fich nur auf die Variable X2 bezieht (x^ als konstant 
gefetzt) und C^ fich nur auf die Variable x^ bezieht CX2 als 
konstant gefetzt); und entsprechend für mehr Variabein. 

Beweis 1 (für 2 Variabein). Nach der Bedeutung der 
Summenbezeichnung ist 

WO die innere Summe fich nur auf den Index 6 bezieht, die 
äussere nur auf den Index a. Lassen wir nun zunächst Uj 
unbegränzt wachfen, fo konvergirt die innere Summe (nach 
462) nach einer von X2 unabhängigen Gränze, welche wir mit 
C2[f(xi0% X2)] zu bezeichnen haben. Diefe Gränze wird alfo 
nur noch eine Funktion von x^&\ fein, und fei diefelbe mit 
9)(X|@^) bezeichnet; fo ist die Gränze, nach welcher der obige 
Ausdruck mit unbegränzt wachfendem n2 konvergirt, 

= :^Zy(Xi0?); 

wächst nun auch Ui unbegränzt, fo konvergirt (nach 462) 
diefer Ausdruck nach der auch von x^ unabhängigen Gränzc 
C,[9X,]. Nach diefer Gränze konvergirt alfo der ursprüng- 
liche Ausdruck, wenn in ihm fowohl n^ als n2 unbegränzt 
wach Ten; d. h. es ist 

C[f(x„ X2)] = Ci[<!pxJ. 
Aber es war g)(xi0«) = C2[f(xi0«, x;2)] gefetzt, alfo ist (für 
a = 0), 5PXi = C2[fCx„ X2)]; alfo 

C[f(x„ X2)] = Ci(C2[f(x„ X2)]). 

2. Diefelbe Schlussreihe lässt fich auf belie])ig.viele Ver- 
änderliche übertragen. 

Aiim. ßs versteht fich von felbst, dass man auch nj =112 =•••, 
alfo auch @i = 02 = " * fetzen kann, ohne dass der Satz aufhört 
richtig zu fein. 



469. (Erweiterung von 466). Wenn f(xi, Xj,- • •) eine 

Funktion mehrerer veränderlichen Zahlgrössen x^, x,,--- ist, 

und ' die zu dem Vereine diefer Veränderlichen gehörigen 

d^ 
partiellen zweiten DifTerenzialquotienten -j— jf(xi, X2,'05 

— jf(xt, Xj,- ••)>••• allemal stetig find, fobald gleichzeitig Xj 

numerisch kleiner als x'i , X2 numerisch kleiner als x'2 i^^ 
u. f. w., fo lässt fich f(Xi, Xj,« • •) in einer nach ganzen homo- 
genen Funktionen von X|, Xj, • • • aufsteigenden ächten Reihe 
entwickeln. Und zwar wenn fich das Zeichen C auf die Ver- 
änderlichen Zi, Z],- • • bezieht, während Xi, x^* • • als konstant 
gefetzt werden, fo ist 

(a) f(xi, X2,.0 = crf(zt, z2,.-L--Vt^'"T"1 

und wenn Xi , Z^ , Xj , Z2 , - • • beziehlich die numerischen 
Werthe von Xj, z^, Xj, Zj,-*« find, und F der grössto der 
numerischen Werthe ist, welche f(Zi, Zj,--) für die ver- 
schiedenen Werthe von Zi, Z2, ••-, welche beziehlich nume- 
risch = Z|, Z2,' • • find, annimmt, fo ist jedes Glied der obigen 
Entwickelungsreihe von f(xi, X2,- • O9 fi> ^ie auch jede Summe 
jener Glieder und namentlich der mit dem homogenen Gliedc 
eines beliebigen (n-ten) Grades beginnende Rest der Reihe 
numerisch kleiner als das entsprechende Glied, oder die ent- 
sprechende Summe oder der entsprechende Rest in der Reihe 






Zj — Xj Z2 

Beweis 1 (für 2 Veränderliche). Betrachten wir zu- 
nächst Xi als konstant, fo ist (nach 466) 

(*) f(*t'^»)=c,[^^^^]. 

Der Ausdruck auf der rechten Seite ist nur noch eirte 
Funktion von X| und X2; diefe Funktion fei mit Sp(X], X2) 
bezeichnet, fo ist (nach 466) 



324 (*•• 

f(x,, X2)=5P(X„ ^2) = ^'l[^-^- 9(Zi, X2)J, • 

wo Ci fich nur auf die Veränderliche Zi bezieht. Setzen wir 
nun statt 9>(Z|, X2) feinen Werth, welcher aus der rechten 
Seite der obigen Gleichung (^) dadurch hervorgeht, dass man 
Z] statt Xi fetzt, fo erhält man 

Da Co fich nur auf die Variable Zo bezieht, alfo ^ — 

Zi — Xi 

in Bezug auf C2 als konstant gefetzt wird, fo ki'innen wir 
(nach 463) auch das Zeichen C2 vor diefen Faktor fetzen und 
erhalten 

LZ«i Ai Z2 — A2 J 

alfo Formel (a) bewiefen. Es kommt nun darauf an, hier den 
in Klammern geschlossenen Ausdruck, in welchem wir der 
Kürze wegen f statt f(Zi, Zj) schreiben wollen, in einer Reihe 
nach steigenden ganzen homogenen Funktionen von X] und X2 
ZU entwickeln, und den zugehörigen Rest hinzuzufügen. Setzen 

wir Uq, Ui, u„_i als. die n ersten Glieder und r^ als den 

zugehörigen Rest diefer Reihe, alfo 



** ?i b 



^1 — Äj 1*2 ^~ A,2 

fo ist bekanntlich Uo = f , Ui = i — + — jf, und für jeden 
Index r 



V~x"x*f 

und Tn = ^ — u^. 

Zi — Xi Z2 - — X2 

Dann ist alfo 

f(xi, X2)=Uo + C(uO + C(U2) + . . . C(u„_0 + C(rJ. 
Hier ist jedes Glied der rechten Seite (nach 462) nume- 
risch kleiner als der numerisch grösste der Ausdrücke, die 
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man erhftlt, wenn man in die in Klammer g^escblossene Funktion 

von Z| und Zo statt diefer Variabein alle möglichen mit ihnen 

numerisch gleichen Werthe fetzt. Der grösste der numerischen 

Werthe, die dabei f annimmt, ist oben mit P bezeichnet, die 

numerischen Werthe von Z| und z,, Xi und x, mit Z^ und 

Z2, Xi und X2. Folglich ist 

x«x*f ^ X«X5F 

num. ^ , 



1"% 



airo da der Ausdruck rechts poFitiv ist, To ist (nach 418) auch 
Vx'jxp ^ VX^XfF" 

L^ zjz* Z^ Z«Z5 ' 

alfo auch (nach ***) für jeden Index r 

u, num. <i U„ 
wo U, dasjenige bezeichnet, was aus u, hervorgeht, wenn 
man darin Xi, Zi, X2, Z2, F statt Xj, z^, X2, Z2, f Tetzt, To 
dass aUo 

iL<l Aj ^2 — ^^ 

wird, wo auch der Rest R^ aus r,^ durch diefelben Substitu- 
tionen hervorgeht. Diefer Rest ist noch zu unterfuchen. Es 
ist, wie fo eben gezeigt, ' 

Un num. -< Un- 
Ferner aber auch, da unter allen Werthen welche Zi — x^ 
annehmen kann, wenn statt Zi und x^ alle möglichen mit ihnen 
numerisch gleichen Werthe gefetzt werden, Z^ -- Xi der nume- 
risch kleinste ist, fo ist 

z Z 

— ^ — num. < - — ^-«"j "^^ *^^ gleichem Grande 
Zj — Xj Lx — Ai 

Z2 _^ Z2 
— num. < ^ «"• 

Z2 "~~ X2 ^2 ~~" ^2 

Alfo da die beiden letzten Vergleichungen nur Zahlgrössen 

enthalten, fo ist (nach 458) 

Z| Z2 Zj Z2 -, 

u„num. <= — ^5r-= — Sr-Ün, 



Z| — Xj Z2 ^~ X2 L\ — A\ Zj — Xj 

d. h. T^ num. < R^. 

Alfo ist auch (nach 462) 

C(u,) num. <: U,, C(rJ num. <- R^, 
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d. h. jedes Entwickelungsglied der Reihe fflr f][xi, x,), und 
der Rest derfelben ist numerisch kleiner als^ das entsprechende 
Glied und als der entsprechende Rest der Entwickeiungsreihc 
(****). Diefe letztere Reihe ist aber bekanntlich koixvergent, 
d. b. ihr Rest R^ konvergirt mit unbegränzt wachfendem n 
nach null; alfo thut dies auch der Rest CCr^), da er noch 
numerisch kleiner als R^ ist, d. h. auch die Entwickelungs- 
reihe für f(xi, X2) ist konvergent, fo lange nämlich die Be- 
dingung erfüllt wird, dass Xi num. <r x' und Xj num. <^ x\ 
bleibt. Die Reihe für f(X], x,) war aber, wenn wir den Rest, 
wie dies bei konvergenten Reihen gestattet ist, weglassen, 
flCxi, X2) = uo + C(u ,) + C(ua) + . . ., 

wo C(u,) = C^ ^;^J% + b = r) , d. h. 



=2'""-f%r]"'+'="' 



womit die Formel (b) bewiefen ist. Es bleibt noch zu zeigen, 
dass die Reihe f(xi , Xj) = Uq + C(ui) + ^i^i) + • • • nicht 
bloss eine konvergente, fondern auch eine ächte ist. Da x^, 

x' x' 

X2 num. < x'i, x'a find, fo find — und — num. ^ 1; folglich 

Xi X2 

muss es eine pofitive Zahl T geben, welche > 1 aber nume- 

x' x' 

risch kleiner als — und — ist. Dann hat man x^T num. 

Xj X2 



x\ und X2T num. < x'2, folglich muss die Reihe für f[xi, Xj) 
noch konvergent bleiben, wenn man x^T statt x^ und X2T statt 
X3 fetzt; dann verwandelt fich aber C(uJ, da es eine homogene 
Funktion r-ten Grades von X|, x^ ist, in TC(uJ, folglich 
bleibt die Reihe 

Uo+TC(uJ + T2C(u2)+... 
konvergent, alfo auch ihre Glieder bis ins Unendliche hin end- 
lich, alfo (nach 454) die Reihe 

«ü+CtUi) + C(u,)+.. 
eine ächte. 

2. Der Beweis 1 ist überall fo geführt, dass er Tich un- 
mittelbar auf beliebig viele Variable übertragen lässt. 
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470. Der Taylor'sche Satz (467) gilt auch, wenn x 
eine beliebige extenfiYe Grösse ist; d. Ii. es ist auch in diefem 
Falle 

2 

2" 



fx = f(0) + xf'O + ^V'O 4- - = 7 ^f(«)0, 

L^ a! 



Yorausgefetzt, dass d^fx für jeden Werlli x, der numerisch 
kleiner als x' ist, stetig fei. 

Beweis. Es fei x = Xiei + X2e2 +'"i wo Cj, ej,*»» 
die normalen Einheiten von x find, fo ist (nach Hyp.) d^fx 
stetig; aber (nach 449) 

difx = J|fx.dxJ-f*;fxdx;+-- +2M2fx-dxidx2 + .., 
wo ^1, J2>*" ^^^ 2u dem Vereine der Variabein x, , Xj,-« 
gehörigen^ partiellen DifTerenzialquotienten find. Diefe Glei* 
chung gilt für jede Werthreihe von dX|, dx2y* • *, alfo nament- 
lich, wenn man dx2, dxa,**- null fetzt. Dann aber wird d^fx 
= <f|fx-dx', alfo ist JJfx stetig, aus gleichem Grunde JJfx 
u. f. w.; alfo lässt fleh (nach 469) fx,*als Funktion von x,, 
X2,"-- in einer ächten Reihe entwickeln, deren Glieder nach 
ganzen homogenen Funktionen von X|, X2,*-* fortschreiten, 
es fei 

fx = Uo + Ui + U2 H 

diefe Reihe, wo 

«r = Xaa,B,...x;x*~^a -f b +. . =r) 
ist. Setzen wir hier 

Zaa,v[»lei?n:«2P- • -(a + b -f • • =r) = a„ 
wo 1 eine durch x ausfüllbare Lücke bezeichnet, fo wird u, 
= a,x', und alfo 

(*) fx = ao + aiX + ajx* -I . 

Setzen wir hier x = yz, wo z eine Zahl ist; fo wird 

fx = f(yz) = ao + a^yz + aay^-z*. :. =^a^y«"^ 
Alfo find (nach 460) die DifTerenzialquotienten diefer Reihe 
nach z gleichfalls ächte Reihen, und es wird alfo 



d° V" Ä* 

f(yz)= / ^,aay*-z«-°. 

ZLta — n)! 



dz 



Aber (nach 440) ist -i-f(yz) = P(yz)y-(yz) = Px*y, und 
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ebenfo v-2f(yz) = f''x.y2 u, f. w., T^f(yz) = P"^x • y«. Alfo 



'^"'^^•y° = Zü^!'^' 



« . z«-n^ 



Setzt man nun z = 0, fo wird auch x = yz=0, alfo 

f(")0.y« = n!a^.y», 
da alle übrigen Glieder der rechten Seite verschwinden. So- 
mit, da diefe Gleichung für jeden Werth y gilt, fo ist, wie aus 
357 leicht hervorgeht, 

P'^)0 = n!a^, alfo a„=-f, 

waSy in die obige Gleichung (^) eingeführt, die zvi crweifcnde 
Formel liefert. 

^ap. 4. Integrolredjnung. 
§. 1. Integration von Differenzialaasdrücken. 

471. Wenn ft eine reelle Zahlfunktion der reellen Zahl- 
Grösse t ist, und die abgeleitete Funktion Pt zwischen t = ti 
und t2 stetig und pofitiv ist, fo wächst zwischen denfelben 
Gränzen ft mit t; wenn dagegen Pt stetig und negativ ist, (o 
nimmt ft ab, während t wächst. 

Beweis. Es ist (nach 439, indem man hier t slatt x, 
und z = 1 fetzt) 

f(t + q) = fl + q(f't + iV), 
wo N mit q verschwindet, alfo 

fCt + q)-ft = q(f't + iV), 

Da N mit q verschwindet, fo muss für gehörig kleine 
Werthe von q auch Vi -f iV mit Pt gleichbezeichnet fein; alfo 
wenn q und Pt gleichbezeichnete Grössen find, fo wird dann 
q(f't + N) pofitiv, alfo auch f(t + q) ^ ^ fein; d. h. ft wächst 
mit t, wenn aber q und Pt ungleichbezeichnete Grössen find, 
fo wird q(f't + N) negativ, alfo f(^t + q) < ft, d. h. ft nimmt 
ab wenn t wächst. 

472. Wenn die reelle Zahlfunktion ft der reellen Zahl- 
Grösse t für t = ti denfelben Werth annimmt, wie fürt = t2, 
wo t2 > ti ist und Pt für jeden Werth t, der zwischen tj 
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und i) IiQgt, stetig ist, fa muss für irgend einen Werth t, 
der zwischen t^ und t^ liegt, Pt = 0, fein. 

Beweis, Wenn Pt für jedes zwischen t^ und tj liegende 
t von Null verschieden wäre, fo müsste es fortdauernd pcfitiv 
oder fortdauernd negativ fein. Denn wäre Pi für einige Werthe 
pofitiv, für andere negativ, fo müsste es mindestens einen 
Werth geben, wo Tt aufhörte pofitiv zu fein und anfinge 
negativ zu werden oder umgekehrt; da .aber Tt (nach Hyp.) 
stetig ist, fo müsste es bei diefem Werthe von t nolhwendig 
null werden. Wenn^aber f't dauernd pofiliv wäre, fo würde 
(nach 471) ft^ :> ft] fein, was mit der Vorausfetzung, dass 
ft| = ft2 fei, streitet; es müsste alfo Pt dauernd negativ fein; 
allein dann wfire fti <i ft^ (nach 471), was gleichfalls mit der 
Vorausfetzung streitet, alfo ist die Annahme, dass f'(t) für 
jedes zwischen ti und tj liegende t von Null verschieden fei, 
unmöglich, d. h. Pt ist für irgend ein zwischen tj und tj lie- 
gendes t null. 

473. Wenn ft eine reelle Zahlfunktion einer reellen 
Zahlgrösse t ist, und Pt für jedes zwischen t^ und ts liegende 
t stetig ist, fo muss für irgend ein zwischen diefen Gränzen 
liegendes t 

fein. * 

Beweis. Die Funktion 



H — h 



t|) 



tiimml für. t = ti den Werth fli, für t=t2 denfelben Werth 
fti an; da nun y't = Pt — (ftj — fti) : (tj — tj ist, fo ist alfo 
auch q)'i zwischeh jenen Gränzen stetig, folglich giebt es (nach 
472) einen zwischen denfelben Gränzen liegenden Werth t, 
für welchen jp'l = 0, d h, 

tj— ti 
ist. 

W3i. Wenn ft eitie beliebige Funktion der reellen Zahl- 
grösse t ist) fo ist, fo lange Ptc^O. ist, auch ft noth wendig 
konstant. 



Beweis 1. R fei eine reelle Zahlfunktion. Angenom« 
men, es habe ft für zwei verschiedene Werthe t^ und ^ un- 
gleiche Werthe, alfo tti Z ^9 während doch Tt zwischen ti 
und tj null fei , fo hätte man (nach 473) ffir irgend ein zwischen 

t| und t) liegendes t, fi=r-^ -1 alfo ungleich aull, was 

mit der Vorausfetzung streitet; alfo ist die Annahme, dass fl 
für irgend zwei Werthe, welche noch innerhalb der Gränzen 
liegen, zwischen welchen ft = ist, ungleiche Werthe an- 
nehme, unmöglich) d. hv ft ist innerhalb diefer Gränzen konstant. 
2. Wenn ft eine beliebige Funktion ist, und ei, 02,- •• 
ihre normalen Einheiten und f|t, f2t,«** die zugehörigen Ab- 
leitzahlen Tmd, alfo 

ft =ä: eifjt -}- e2f2^ -f • • • 
ist; To ist (nach 434) 

dft = eidf,t + Cadfjt -] , d.h. 

fH==:eiPit + e2r2t-| . 

Da nun vorausgeFetzt war, dass Pt = fei, fo find (nach 28) 

pjt = P2t=-- =0, 
alfo (nach Bew. 1, da fjt u. f. w. Zahlfunktionen Hnd) fjt, fjt,- • • 
konstant, alfo auch Cifit -f e2f2t -f " • konstant, d. h. ft konstant. 

475. Wenn dzfx innerhalb gewisser Gränzen, für jedes 
dx, null ist, fo ist innerhalb derfelben Gränzen fx konstant. 

Beweis. ]Es feien e^, e2,**- die normalen Einheiten, 
und Xi, Xj,-'* die zugehörigen Ableitzahlen von x, alfo x = 
XiOi + X2e2 +"» und feien die zu dem Vereine der Variabein 
Xi, X99"* gehörigen parliellen Differenzialquotienten nach x^, 
Xs,*-- beziehlich mit J|, d,,*** bezeichnet, fo ist (nach 437) 
dxfx===<Jifx'dxi + d2fX'dx2 +• • •. 

Da nun d^fx (nach Hypoth.) für jedes dx null ist, alfo 
auch wenn dx^^O, dxj, dxa,« • • null find, fo hat man 3ifx = 0j 
alfo (nach 474) fx von x^ unabhängig, und aus gleichem Grunde 
auch fx von Xj, x,,-*- unabhängig, d. h. von x unabhängig, 
alfo konstant. 

476. Wenn innerhalb gewisser Gränzen die Differenziale 
der Funktionen fx und g>x fortdauernd gleich find, und für 
irgend einen Werth x innerhalb jener Gränzen die Funktionell 
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felbil einander gleich find» fo findet diere Gleichheit auch für 
jeden andern zwischen jenen Gränzen liegenden Werth x statt 

Beweis. Es fei Fx = fx — yx, fo hat man dFx:=:dfx 
— dg>Xy alfo dFx innerhalb jener Grenzen, für welche die 
Vorausfetzung, dass A{x = dq>x fei, statt fand, null; alfo (nach 
475) innerhalb derfelben Grfinzen Fx konstant, d. h. fx — yx 
s= Konst. Da nun fQr einen gewissen Werth von x, nach der 
Vorausfetzung, fx==:jpx ist, fo ist die obige Konstante null, 
airo für jeden Werth x innerhalb jener Grftnzcn fx — yx = 0, 
d. h. fx = jpx, 

477. Erklärung. Wenn t eine poOtive Zahl ist und 
die Funktion ft zwischen t=:0 und t = ti stetig ist, fo ver- 
stehe ich unter dem Integral von ftdt diejenige Funktion Ft, 
welche mit t null wird und deren nach t genommenes DifTe- 
renzial für jedes t, welches zwischen jenen Gränzen liegt, 
gleich ftdt ist. Ich bezeichne dies Integral mit d^^ftdt; d. h. 
' es ist 

d">fl-dt = Ft, 
wenn dtF(t) = tt.dt und F(0) = ist. 

Anm. Die gewählte Bezeichnung gewährt vor der gewöhnlichem 
den Vorzug, dase llc nur als eine Erweiterung der fftr die Dlfferenzial- 
rechnung geltenden . erscheint ; eine neue Beaeichnong $chiea ab^r 
wünschcns werth, da der Begriff des Integrals ^ wie er oben aufgestellt 
ist, mit dem gewöhnlichen Begriffe desfelben nicht deckend ist.' Wenn 
wir bei der gewählten Bezeichnung festfetzen, dass das Differenzral, 
auf welches fi^h die Integration bezieht (hier dt) stets au den Sefaluss 
des SU iategrirenden Auedmekes gestellt werde > fo können wir bei 
derfelben die Klantmer, welche eigeatUch den zu integrirendenk Aua-. 
druck umschliessen müsste, entbehren. Eben fo hat man nicht nöthig, 
die Grösse, nach welcher integrirt werden foU, dem Integfations- 
zelchen beizufügen, da diefe gleichfalls durch das an den Sehlnss ge- 
stellte Differenzial schon bezeichnet ist. Alleia, dann muss man feat- 
halten, dass man dann nicht für dies Differenzial einen ihm gleichen 
Ausdruck, welcher ein anderes Differenzial enthält, fetzen darf, wenn 
man nicht zuTor nachgewiefen hat, dass das Integral, wenn es ßch 
auf dies neue Differenzial bezieht, denfelbon Werth beibehält. Die 
Aenderung in dem Begriffe des Integrals, wie fle äi.t obige Definition 
zeigt, besteht darin, dass die Unbestimmtheit, welche das fogenannte 
allgemeine Integral vermöge der willkQrlich hinzuzufügenden Konstan- 
ten erh^t, aufjgehoben ist,. indem das Integral nach dem aufgestellten 
Begriffe stets zwischen zwei genau festgestellten Grenzen genommen 



i * - 



332 t*»« 

ist, indem nämlich 'als AnfangsgränseO, als Endgr&nze der Werth 
der Variabein felbst g^efetzt ist. Das allgemeine Integral ist als fflr 
fich bestehende Grösse i|U9 der Mathematik aus demfclben Grande 
gänzlich za verbannen, wie alle andern mehrdeutigen Grössen und 
Grössenverknüpfungcn, weil nämlich kein algebraisches Gefctz iür 
folche mehrdeutigen Ausdrücke allgemeine Geltung behält. £s hat 
alfo nur das bestimmte Integral wissenschaftliche Berechtigung. Die 
gewählte Bezeichnung reicht aber aus, um jedes bestimmte Integral 
zu bezeichnen. Denn foll z. B* das Integral von fz*dz zwischen den 
Gränzen a und a -}- b genommen werden , fo hat man nur z =•- a -f* t 
au fetzen und d*~U(a -f t)dt zu nehmen und nach der Integration t = b 
zu fetzen. Koch bemerke ich, dass die Stetigkeit der zu intergrircn- 
den Funktion im Folgenden überall vorausgefetzt wird, auch wenn 
diefe Bedingung nicht ausdrücklich hinzugefügt ist. 

478. Zufatz. Es ist 

dt(d-m.dt) = ft.dt, und [d'-*fldt]O = 0) = O. 

479. Wenn f(0)=;=0 ist, fp ist für j^des t, was zwischen 
den Gränzen und t' Hegt, zwischen welchen dft stetig ist^ 

Beweis. Nach 478 ist, wenn alle Differenziale nach I 
genommen flnd, 

d(d-idfl) = dft und [d-»dft](t = 0) = 0; 
airo haben die beiden Funktionen d*~Mfl und ft die Eigen- 
schaft, dass für jedes zwischen und t' liegende t ihre Dif- 
ferenziale gleich find, und dass für t=:0 beide Funktionen 
einander gleich, nämlich gleich null werden; denn für d~^dfk 
haben wir es fo eben bewiefen , und für ft ist es (nach Hyp.) 
der Fall. Alfo find (nach 476) beide Funktionen einander 
gleich. 

480. Eine Summe integrirt man, indem man die Stücke 
integrift, und ein Produkt, dessen einer Faktor konstant ist, 
integrirt man, indem man den variablen Faktor integrirt, und 
den konstanten unverändert lässt; oder beides zu einer all* 
gemeineren Formel zufammengefasst, 

d-^Z"äÄÖ)dl = -Z'aad-^f«(t)dt. 
Beweis. Nach 478 wird die Funktion d-'^fft(t)dt mit t 
null, alfo auch a^~^fa(t)dt, alfo auch die Summe diefer Aus- 
drücke; folglich ist (nach 479) 
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= d~'2"»»<ld-*f«(t)<ll [432, 433] 

= d-'ZüÄCÖdr [478]. 

481« Wenn ft stetig ist für jede zwischen den Gränzen 

und t' liegende pofitive Zahlgrösse t, fo ist für jedes folche 

t auch die Integration von ftdt ausführbar. 

Beweis. Wenn ft eine reelle Zablfunktion ist, fo isl 
der Beweis bekannt (vergl. z. B. Moigno Calcui integral p. 1 ss.)« 
Wenn aber ft eine- beliebige Grösse ist, und e^, e2,«** ihre 
normalen Einheiten, f^t, fat,*-* ihre Ableitzahlen Hnd, alfo 
ft = eifit + e2f2t 4- . • • ist, fo ist (nach 480) 

d-^dt = Oid-^fitdt + Cad-^fjtdt + • ^ •. 
Da nun (nach 413) f^t, fat,«-« reell find, fo find, wie 
eben gezeigt, die Integrationen d~^fitdt, d*"^f2tdt,- • • ausführ* 
bar, alfo auch die Integration d'^^lldt. 

482. Wenn die poHtive Zahlgrösse t = fpn Funktion 
einqr andern pofitiven Zahlgrösse u IM, und jpu mit u zugleich 
null wird, fo ist 

d-ifl.dt = d-*ft-sp'u-du.. 
Beweis. Es fei d-mdt = Ft, d. h. dtFt = ftdt und 
F(0) = 0. Da nun dtFt = F'tdt ist, fo folgt aus der erstercn 
Gleichung F't = ft. Nun ist (nach 440) 
duFt ;= F't dut = FT-duyu 

= F't;y'u-du [440]. 

Ferner ist, wie oben gezeigt, F't = ft, und Fl = F5p(u), 
alfo da g>u mit u zugleich null wird, fö wird Ft nidit bloftt 
mit t^ fondern auch mit u null; und wir erhalten alfo 
duFy(u)=:ft'Sp'U'du und 
Fy(0) = 0, 
alfo ist (nach 477) F^^u^d'^ft-y'U'du; aber es war auch 
F9pu = Ft = d-mdt, alfo 

d-mdt = d-my'u-du. 

483. Erklärung. Wenn x ein« beliebige Grösse ist, 
deren numerischer Werth t ist, und x:t mit e bezeichnet 
wird (wo alfo der numerische Werth voii e gleich 1 und x 
= et ist), fo fetze ich 

d-^fxdx = d-'f(el)edt. 
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wo e bei der Integration alf konstant geretit und f orausgefetzt 

wird, dMSS f(et) in t stetig ist, und auch bleibt, wenn t bis 

null hin abnimmt. Wenn rieh eine mit x verschwindende 

Funktion von x finden Idsst, deren nach x genommenes Dir* 

Terenzial fxdx ist, To Tagen wir, dass in dierem Falle fxdx 

alireitig integrirbar fei. 

A n m. Wir werden späterhin zeigen , dass jedesmal , wenn es eine 
Funktion Fx von der Art gicbt, dass dxFx = fxdx, und F0=a0 fei, 
dann auch für jedes x jene Funktion Fx = d*-'^fxdz fei, wobei d—^fxdx 
Ia dem oben gegebenen Sinne aufzufassen ist. Dagegen wird fieh 
zeigen, dass es niclit zu jedem fxdx eine Funktion Fx von der ge- 
nannten Eigenschaft giebt, während auf der andern Seite d^^fxdx 
= d—*Hei)tdt (nach 481) stets gefunden werden kann. Es ist alfo 
d—fxdx in der Weife, wie wir es oben definirt haben, als das allge- 
meine, stets mögliche Integral von fxdx aufzufassen, welches fleh nur 
in speciellcn Fällen als Funktion von x in der Art darstellen lässt, 
dass das nach x genommene Differenzial diefer Funktion gleich fxdx fei. 

484. Statt eine Summe zu integriren, kann man die 
Stücke einzeln integriren, d. h. 

d-^(fiX + fjx -f - .)dx = d-*fixdx + d-^f^xdx -f • • 

oder 

d"*^faX dx = ^d"**faX • dx. 

Beweis. Es fei x = et, wo t eine poHtive Zahlgrösse 
und e numerisch gleich 1 ist, fo ist 

d-^Z'tkx dx = d-^Xi^ edt [483] 

= d-^^{^edl ^ [39] 

— ^d-V-edt ' [480], 

weil ninlich t wke ppütive ZaUgrdsse ist, 

= Zd-Vaxdx [48a]. 

485. Statt ein Produkt zweier Paktoren ^ von denen der 
eine konstant ist, zu integriren, kann man den andern Faktor 
integriren, und den konstanten Faktor u^veränderl lassen, d. b* 

d""%fxdx = ad""*fxdx , 
wo fx im Allgemeinen einen Ausdruck mit zwei Lücken dar- 
stellt, von denen die eine durch a,'die andere durch 4x aus- 
gefüllt werden foll. Bezeichnen wir die erstere Lücke durch 
t, die letzt^e durch li , und schreiben statt a und dx bezidi- 

a dx 

lieh -T- und -y-, um dadurch fymbolisch auszudrücken, dass a 

* n 
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in ^ie Lüeke I, und dx in die Lttcke V eintreten foU» To 

Iconnen wir die obige Fomel bezeichnender schreiben 

j-i a I, dx a ,_-„ dx 
d^-T-fx- — = -pd Hx--t-. 

Beweis. Setzen wir x=s=:et (in dem Sinne von 483), 
to ist 

4 d-*£x~ = 4d"^f(et).-?-dt [483] 

I li t h 

= d-^d[yd-^f(eO|-dl] [479] 

= d-^4^<J~'f(et)-?-dt [433, 431 c] 

= d-»^f(et)-^dl [478] 

= d-^4-fx~ [483]. 

1 li 

Anm. Es versieht fich von falbst, dass, wenn eine der GrAaBen 
a oder x (alfo auch dx) eine. Zahlgrösse ist, die zagehörige Lacke 
wegfällt und daher die Unterscheidung der Lücken überflüssig wird; 
ebenro wenn die beiden Lücken vertauschbar find, d. h. wenn stets 
dasfelbe Refoltat liervorgeht , Tobald von zwei beliebigen Grössen (hier 
a und dx) die eine in die erste^ die andere in die zweite Lücke ein- 
tritt, oder umgekehrt jene in die aweite, diefe in die eiste. Noch 
bemerke ich nachträglich, dass in dem ganaea vorhergehenden Ab* 
schnitte überall, wo von einem Lückenausdrucke mit n Lücken di^ 
Rede ist, ohne dass eine nähere Bestimmung hinzugefügt ist, stets 
die n Lücken als vertauschbar gefetzt find. 

A86. Es ist fxdx dann und nur dann allfeitig integrir- 
bar, wenn die abgeleitete Funktion fx entweder ein lücken* 
lorer Ausdruck (d. h. x eine reelle Zahlgrösse) oder ein 
Ausdruck mit zwei vertauschbaren Lücken ist, nämlich fo, 
dasi^ es für das Rerultat gleichgültig ist, in welcher Verthei- 
lung zwei Grössen in die beiden Lücken eintreten. Wenn 
diere Bedingung erfüllt ist und Fx die mit x verschwindende 
Funktion von x ist, deren nach x genommenes Difierenzial 
fxdx ist, fo ist allemal 

Fx = d-^fxdx. 

Beweis 1. Wenn es eine mit x verschwindende Funk- 
tion Fx giebt, fo dass dxFx = fxdx "ist, fo ist F'x = fx (nach 
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435), alfo F"x = fx (nach ^0). Aber F'^x. ist (n«5h 451) 
ein Ausdrück mit zwei vertauscbbaren Lücken , alfo auch das 
ihm gleiche fx. Wenn die Lücken von nullter Stufe lind 
(d. h. X eine Zahlgrösse. ist), fo können die Lücken wegge- 
lassen werden, und wird dann-Tx ein lückenlorer Ausdruck. 

2. Es Tei x = yt, wo y numerisch gleich 1 und t eine , 
pofitive Zahl ist und fei vorau$gefetzt, dass Px ein Ausdruck 
mit 2wei vertauschbaren Lücken (ei, To, hat man (nach 483) 
d~^fxdx = d'"^f(yt)ydl, wo bei der Integration y als konstant 
betrachtet wir^. £s fei dies Integral gleich F(y, t) gefetzt, 
d. h. es fei dtF(y, t) = f(yt).ydt, und F(y, 0) = 0, fo be- 
weife !cb, dass dxF(y, t) = fxdx fei. Da y und t von ein- 
ander unabhängig find, fo ist, wenn dy und dt die auf den 
Verein diefer beiden Variabein bezüglichen Differenziale find, 
(nach 437) 

dxF(y, l) = dyF(y, t) + dtF(y, t) = dyF(y, t) + f(yt).ydt. 
Ferner ist (nach 446) 

cIt[dyF(y, t)] = dy[dtF(y, t)] = dy[f(yt).ydt] 

= f'(yO • tdy . ydl + f(yt)dydt [433] 

= dtf(yt) . tdy + f(yt)dtdy [440] 

= dt[f(yt).tdy] [433]. 

Da nun, wie oben gezeigt, F(y, 0) = ist für jedes y, 

fo ist auch dyF(y, 0) gleich null, ebenfo wird f(yt)*tdy mit t 

null, alfo ist (nach 479) 

dyF(y,t) = f(yt).tdy. 
Indem wir nun diefen Werth in den oben für Ax^CY, 
gefundenen Ausdruck einführen, erhalten wir 
d,F(y,t) = f(yt).tdy + f(yt).ydt 
= f(yt).d(yt) = fx.dx. 
Hier find y und t Funktionen von x (nämlich t=^lPx^ 
y = x ; Fx^)> aifo ist F(y, t) auch als Funktion von x zu fassen 
und fei als folche mit Fx bezeichnet; fo haben wir alfo in 
jedem Falle, wo fx ein Ausdruck mit zwei vertauschbaren 
Lücken ist (wohin auch der Fall gerechnet werden kann, wo 
fx ein lückenlofer Ausdruck ist), eine mit x = yt verschwin- 
dende Funktion Fx gefunden, deren nach x genommenes 
Differenzial gleich £x*dx ist; und zwar wai: diefe Funktion 
gleich d^Vxdx. , 



3. Ausser der Funktion Fx = d'^^ßcdx kaan es keine 
gndarQ FonkUon yx gebon, d«rea iiaoli x gmooinienes Difr 
f^raniiittl in demfelben Umfange, wie das von Fx, gleich fxdx 
ist, und welche mit x verschwindet; denn wenn d^Fx = d^ jpJ^ 
und für irgend einen Werth (hier für x == 0) Fx aes yx ist, 
fü findet (nach 476) diefe Gleichheit allgemein stati. Folglich» 
fü bald dxFx = fxdx und F(0) = 0. ist, muss auch Fx = 
d"^fxdx fein. 

487. Wenn x aus feinen normalen Einheiten e^, ex,**- 
durch die Zahlen Xj, X2,* • • ableitbar, alfo x=Xiei -f XjOa -{-••• 

ist, und wenn zugleich fxdx == Ajdxj -f A2dx2 -f ist, wo 

Ai, A2,-' Punktionen von x^, X2,--* find: fo ist die Bedin« 
gung (allfeitiger Integrirbarkeit), dass Px ein Ausdrut;k niil 
zwei vertauschfoaren Locken fei, identisch der Bedingung, dass 
für je zwei Indices r und s 

3^\^ = ^flA, 
fei, wo J], ^2)*" die zu dem Vereine der Veränderlichen 
^19 ^2)" * gehöHgen partiellen DifTerenzialquotienten nach dX|, 
dxj,- • • bezeichnen. 

Beweis. Slatt Aidxj + Adx, + • • • können wir, da 
(nach 142) [e,|e,] = 1, und [e^lej == ist, wenn r^s ist, 
schreiben (Äi[l|ei] + AoCljea] -\ — )dx. Alfo da, für jedes dx, 
Cxdx = (Ai[i;eil + AiOle,] H )dx ist, fo ist (nach 357) 

fx = AJIK] + k.UM +• • • =ZAa[I|eJ. 
Nun ist (nach 437) 

dx fx = ^i^fx • dxj = ^^^AftElJe Jdx^ 

fxdx = ÄAa[IIe«][li|e,]^, 

wo li eine Lücke ist, in welche dx eintreten foll. Somit wird 
(nach 357) 

Sind nun l und 1| vertauschbare Lücken, fo hat man für je 
zwei Zeiger r und s 

^<^bAaK|eal[e,|ej] = ^djAaCeJealCeJeJ. 

Da aber [er}Cg] null ist für je zwei verschiedene Zeiger r und 

s, und gleich 1 ist, für je zwei gleiche, fo erhäh man 

22 
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und ebenfo gebt umgekehrl ans diefen letzteren Gleichungen 
die vorletzte, welche die Vertauschbarkeit der Lücken aus- 
fegt, liervor. 

488. Wenn fx innerhalb gewisser Gränzen, in denen 
auch x = und x = a liegt, stetig ist, und 

F(x) s= d-*fxdx 
ist, fo ist auch, wenn x = a + y i«t, 

F(a + y) -- Fa = d-M(a + y)dy. 

Beweis. Wenn F(x) = d-^f(x)dx ist, fo ist dxFx = 
fxdx, d. h. F'x = fx; alfo dy [F(a + y) — Fa] = F'(a + y)dy 
[nach 440] = f(a + y)dy. Ferner ist F(a + y) — Fa fär y =0 
gleichfalls null, alfo (nach 487) F(a + y) — Fa = d-^f(a + y)dy. 

J9189. Es ist, wenn a einen Ausdruck mit n Lücken 1 
und einer Lücke li bezeichnet, 

Beweis. £s fei x = et, wo t der numerische Werth 
von X, und e numerisch gleich 1 ist, fo ist 

Es fei ae^^S was wir, da in die Lücken 1 und Ii in dem 

Ce N"* e 
— j — diePelbe Grösse e eintritt, slatt diofes 

Ausdruckes fetzen können, mit b bezeichnet, fo erhalten wir 

''^'<T)1f='^''""''=ir|-i"'"' 

da der letzte Ausdruck mit t verschwindet und nach t differen* 

ziirt bt"dt liefert, alfo 

i 1 

ae" '"H"»^* = — — ;ax»i-^ 



n + 1 n + 1 
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einen Ausdruck mit a Lücken 1 und einer Lücke li darstellt, 
eine achte ist, fo ist 
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Beweis. Man hat (nach 484) 



1 



»a 



-,x«^^ (nach 489). 

Anm. Durch diefe Formel, welche nur dann das allfeitigc In- 
tegral darstellt, wenn die Bedingung allfeitiger Integrirbarkeit (48(>) 
erfüllt wird, ist die Aufgabe der Integration von Differenzialansdräcken 
allgemein gelöst. Da es uns hier nur auf die Darstellung der In- 
tegralrechnung in ihren wefentlicbsten Zügen ankommt, *ro können' 
wir mit diefer Löfung der Aufgabe uns hier begnügen. 

§. 2. Integration von Differenzialgleichnngen, wenn die 
unabhängige Variable eine Zahlgrösse ist. 

491. Krklärung. Einen gegebenen Verein von Diffe- 
renzialgleichnngen (der aber auch aus einer einzigen Gleichung 
bestehen kann) vollständig intcgriren, heisst die ßimnitlicheu 
Vereine von Gleichungen finden, welche keine Differenzialo 
mehr enihalteo, und von denen jeder Verein die Eigenschaft 
hat, dass, wenn er erfüllt ist, auch der gegebene Verein er- 
füllt Tei; jeder Tolche Verein heisst ein (den gegebenen Verein) 
integrirender Verein. Wenn alfo A ein Verein von Differenzial-: 
gleichungen und B ein ihn integrirender Verein ist, fo heisst 
das 1) B enthält keine Differenziale mehr und 2) fobald die 
Gleichungen des Vereins B als richtig vorausgefetzt Tmd, fo 
lassen fich daraus die Gleichungen des Vereines A als richtig 
nach weifen. 

Anm. Es Toll in diefcm §. voransgefetzt werden, dass, wenn 
alle Variabcln als veränderliche Zahlgrössen aufgefasst werden, von 
einer derfelben (t) alle übrigen (xi,«««»Xn) abhängen. Soll diefe 
Abhängigkeit durch die gegebenen Differenzialgleichungen fo genau 
bestimmt werden, als dies überhaupt durch Differenaialgleichungen 
möglich ist, fo müssen fo viel (n) von einander unabhängige Diffe* 
rcnzial gleichungen gegeben fein , als es abhängige Yariabeln giebt« Ist 
t die unabhängige (variable) Zahlgiösse und find z^^ , • • • Xn die ab- 
hängigen Zahlgrössen, fo können wir ein System von n Einheiten e|, 
Cj,» • . Ca annehmen und x^ej +• • • • + ^n^n = x fetzen. Da t als die 
unabhängige Variable angenommen ist, fo werden alle in den gege* 
benen Diifearenzialgleiehungcn vorkommenden . Differenzialquotieiiten 
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nach t genommen fein müssen« Weao dielb Diilerenxial^otilenten 
bis zur m-ten Ordnung aufsteigen, fo wird jede der n Gleichungen 
die Form haben, dass eine Zahlfunktion von t, x und den Differcnzial- 
quotienten von x bis zur m-ten Ordnung hin gleich gefetzt ist. Sind 
nun fj =0, fj = O,«'« • fn =3 diefe n Gleichungen, fo fetze man 
ejfj -|-*" enfn = f, fo haben wir eine Gleichung 

aufzulöfeu, in welcher t eine Zahlgrösse ist, hingegen x und die Funk- 
tion f aus n Einheiten numerisch ableitbar find. Die Löfung diefcr 
Gleichung bildet alfo den Gegenstand diefes §. Zunächst behandeln 
wir die Differenzialgleichungen erster Ordnung, d. h. den Fall, wo 
m = l ist. 

492. Aufgabe. Die Gleichung f(t, x, fc) = 0, in 
welcher t eine Zahlgrösse, x und r(t, x, ^x) Grössen und, die 
aus n Einheiten ableitbar find, und Sx das DifTerenzial von x 
nfteh t bezeichnet, zu integriren; wobei vorausgefelzl wird, 
dA6i$ fleh f(t, X, ^x) nicht aus weniger als n Binheiteft Ab* 
teiten lasse. 

Auflöfung. Es feien ei^* • • e^ die Einheiten, aus deileil 
x=-Xiei 4-. • . Xn^n und f t= Cifi +. • • e^f^ numerisch abge-^ 
leitet flnd. Es wird vorausgefetzt, dass die Gleichungen 
fj =5 0,- • • • f„ = 0, welche in f = enthalten find, nicht 
von einander abhängig find, d. h. dass keine derfelben aus 
den übngen Hch mit Nothwendigkeit ergebe. Denn dann 
Würde fich in der Gleichung f ==2 0, f aus weniger als n Ein- 
heiton numerisch ableiten lassen, was oben ausgeschlossen 
wurde. Es find hier fi , • • • f^ Funktionen der Zahlgrössefi, 
t, Xi,- • • Xn, Jxj,- • • Sx^, Man bestimme aus einer der Glei- 
chungen fi,« • • fn eine der Unbekannten «Jx^,- • • «Jx^ und fetze 
den gefundenen Werth In die übrigen Gleichungen ein, mit 
den fo erhaltenen, und überhaupt mit den jedesmal noch übrig 
bleibenden Gleichungen, fo fern fie noch eine der Varlabda 
dXiy' " äXj^ enthalten, yerfahre man ebenfo, fo erhält man 
zuletzt entweder aus der zuletzt übrig bleibenden Gleichung 
den Wefth der letzten jener Unbekannten, und dadurch dann 
nach und nach alle jene Unbekannten Sx^^ • • • Jx^ als Funk- 
tionen von t^ Xi,*-* x^, d. h. dx, als Funktion von t und x^ 
od«r es flnd aus der letaten oder a«oh sclion aus den letzten 



A Gleiühangfen dte ninmttichcn Grössen ^X],* • • ix^ tbi'stbiirtiii- 
den. In dierem Falle bleiben m Gleichungen übr!^, Vrelöhi^ 
nur Beziehungen zwischen t, Xi,* •• x^ ausdrücken , und zwar 
müssen diefe Gleichungen alle von einander unabhängig fein, 
weil im entgegengefetzten Falle auch die n ursprünglichen 
Gleichungen von einander abhängig wären. Diefe m Glei- 
chungen bilden dann einen Theil der gcfuchten Integralglei- 
chungen. Durch fie kann man m der Werthe t, x^,* - • x^ 
durch die übrigen n — m -f 1 ausdrücken, und dadurch redii- 
ciren fich die n — m ersten DiiTerenzialgleichungcn (vermittelst 
welcher man n — m der Unbekannten Sx^^- • • Sx^ ausdrückte) 
auf n — m Gleichungen ^ in welchen ausser t nur n — m der 
Grössen X|,- • • x,^ und die entsprechenden n — m der Grössen 
Jxi,* • • ^x,^ vorkommen; und durch welche fleh diefe letzteren 
als Funktionen der ersteren darstellen lassen. Somit kommt 
es nur auf die Integration der Gleichungen von der Form 
dx = f(t, x), d.h. dx = fCt, x)dt an. Diefe Integration foU in 
den nächstfolgenden Nummern behandelt werden. 

JK93. Wenn 

dx = f][t)dl 
ist, wo t eine Zahigrösse und x eine aus einem Systeoie von 
n Einheiten ableitbare Grösse ist, fo ist 

x = d-^llCt)dt4-c, 
wo c eine (aus n Einheiten ableitbare) willkürliche Konstante ist. 

Beweis. Es fei d""*f(l)dt gleich y gefötzt, fo i^t (nach 
478) dy=fCt)dt, alfo dx — dy=0, d. h. (nach 484) d(x — y) 
= 0, alfo (nach 4753 x — y konstant. Diefe Konstante, welche 
mit x von gleicher Gattung, alfo aus n Einheiten aUeÜbar lat| 
fei c, fo hat man x = y + c = d"*f(t)dt -f ©• • 

494. Wenn 
(a) ix t= f(x, t) 
ist, und man überall mit S den Mlgemeinen DiflTefditzialquD*- 
tienten nach t (auch x als von t abhängig gedacht), hingegen 

unter -p, -.- die partiellen Differdnzialquotionttn in Besug«ttf 

den Verein d^r Variabein x, t, von deiien di6 erste eine 
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cxionfive Gröste, dio leUiere eine Zahlgrösra darsleHt, be- 
zeichnet: fo ist 

(b) ,' «»'X = ^(a«x) -f- f^(**x) u. f. w. 

und wenn man 

i'+'x = «X, t) 
fetzt, fo ist 

(c) X = c + f(c, 0). t + f,(c, 0)y + f,(c, 0)^+ • . . , 

wo c eine willkürliche Konstante ist, nämlich der Werth, den 
X annimmt, wenn t null wird, und wo vorausgefetzt wird, 
dass die Reihe auf der rechten Seite eine fichte fei. Aus der 
Gleichung (d) findet man auch c als Funktion von x und t, 
nämlich : 

(d) c = X-l][X,t)t + fi(x,t)y-fa(X,t)^+.... 

Beweis. Die Formeln (b) ergeben (ich unmittelbar aus 
(a), indem, wenn g> eine beliebige Funktion von x und t ist, 

und X als von t abhängig gedacht wird, dsp=-7-jp-dx + -r-9dt, 

alfo --^, d. h. <J5p = -|-5p«^x +-^79 ist; es ist aber nach (a) 

^x = f, alfo erhält man iy = f-pjp -f -r-jp, woraus die For- 
meln (b) hervorgehen , indem man statt q> nach und nach Jx, 
^'x,*---^x Tetzt. Dann aber ergiebt fleh die Formel (c) 
unmittelbar aus dem Taylor*schen (Maclaurin*schen) Satze (470). 
Setzen wir x = F(t), To können wir den Taylor'schen Satz 
auch in der Form darstellen 

F(t + T) = X + f][X, t)T + f,(X, t)|J+- ••, 

oder, wenn wir t::= — t fetzen, 

F(0) =x - f(x, t)t + f,(x, t)^ -. f,(x, l)^+ • • •, 
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P(0) ist aber der Werft von x = F(t) für t = 0, d. h. F(0) 
ist gleich c, fornit auch Gleichung (d) bewieren. 

An m. Es versieht fich von felbst ^ dass die willkttrliche Konstante 
c mit X von gleicher Gattung ist, und alfo n numerische Konstanten 
cinschliesst , wenn x aus einem Systeme von n Einheiten ableitbar ist. 
Die Integrationsgleichnng in der Form (d) ist von bcfonderem In- 
teresse, in fo fern in ihr eine Funktion von x und t einer Konstanten 
gleich gefetzt ist, und zwar dcijenigen Konstanten, welcher x gleich 
wird,, wenn t = wird, worauf wir im folgenden §. zurückkommen 
werden. Wir haben oben die 'Differenzialquoüenten ^'x, d*x,*** fort- 
schreitend jeden aus dem nächstvorhergehenden abgeleitet. Es ist von 
Interesse, auch eine unmittelbare Darstellung diefer Differenzialqno- 
tlcnten als Funktionen von x und t zu verf uchen *, was in dorn folgen- 
den Satze geschehen ist, dessen fich leicht ergebenden aber etwas 
umständlichen Beweis ich dem Lefcr überlasse. 

4I0S. Wenn in dem Sinne von 494 
*x = f(x, t) 
ist, fo ist 



!fo fich die Summe auf alle möglichen gansen , aber nicht nega- 
tiven Werlhe a, a, b, b,* • -f bezieht, welche den Bedingungen 
.Qnterworfen find, dass f = 1 -f (a — 1) + (b - + • • •, dass 
ferner a-f-Ä + b + b+-*==r, und die Summen a -f a, 
b-f-b,*«* alle grösser als null feien, und wo 

_ tt(a + b>-lXa + b + c-2)-.. 

n! 

a!a!b!b! • • * 
ist. 

496« Aulgabe. Die Gleichung 

f(J«x, 6°"-%' . . . S% t) = 0, 
wo X Tawohl als f aus einem Systeme von n Einheiten ableit-» 
bar find, t eine Zahlgrösse darstellt, <^ der allgemeine Difle- 
renzialquotient nach t (x als von t abhängig gedacht) bezeichnet, 
und i^x statt x gesehrieben ist, zu integriren. 

AufiöTung. Man fetze d^x=:po, fc = pi,--- i^^^x 
= Pm-i , fo wird d°^x = dpai-i und man hat die m Gleichungen : 
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^Pin-2 = Pm-1 

und die Gleichung fC^Pm-i, Pm-ir • • Pi> Poj = 0. Aus der 
leisten Gleichung bestimme man ^Pm-i, es fei 

Nun nehme man ausser den n Einheiten ei,-** e,^, aus 
denen x abgeleitet ist, noch m neue Einheiten g^^\ e^^>,- • e^™~'^ 
an und multiplicire die obigen m Gleichungen beziehlich mit 
eCo), e^^^, • • • e^™""^> und addire. Man fetze ferner 
PoeW + pi e<^) + • • • + p„,_i e<"^-i> = p 
und 

Pie^'> + P2e^^> + • • • + Pm-ie(°^-»> + e('"-i)5p(po, Pi, -. • • Pm-i, 

= F(p,t), 
fo find p und F aus den ^nm Einheiten e^'^e^ (wo r jeden def 
m Werthe bis m — 1 , und s jeden der n Werlhe 1 bis n 
annehmen kann) ableitbar, und man erhdlt die Gleichung 
Jp ^ F(p, t). 
Diefo Gleichung ist nach der Methode von 496 z^ inte« 
griren und liefert eine aus nm Einheilen (e^'^ej ableitbare 
>xfiUkürHche Konstante. 

Anm. Hierdurch ist. die für diefen §. vorgesteckte Aufgabe durch 
Anwendung unendlicher Reihen ganz allgemein gelöst, denn auch die 
fogenannten befonderen Auflöfungen find, wie dies schon die Allge- 
meinheit der angewandten ßcweismethode zu erkennen giebt, in der 
oben mitgetheilten allgemeinen Auflöfungsmethode vollständig mit 
eingeschlossen. Da jedoch diejenigen Differenzialgleichuogen , welche 
in Bezug auf die abhängige Variable (x) und deren Differenziale von 
erstem Grade find, und welche die unabhängige numerische Variable 
(t) nur in Gliedern enthalten , in denen jene Variable und deren Dif- 
ferenziale nicht vorkommen, durch Gleichungen von endlicher Form 
iategrirb^x Und , fo will ich diefen Fall hier noch behandeln. 

496. Die Gleichung 

(a) dx + Axi=0, 
in welcher d und x die Bedeutung der vor4gen Nummern 
kabM, A abcf eiilen Brucb mit n Nennern (377 ff.) darstellt, 
üiiird, wenn nii,* * • nin> die wir alle von einander verschieden 
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Yorausfelzen, die n Hauptzahlen des Bruches A, und a^,« • • a^ 
die zugehörigen Hauptgebiete erster Stufe (388, 389) find, 
integrirt durch die Glejchung 

(b) X = Xtta'Öae'^aS 

wo e die Bafis des natürlichen Logarithmenryst^ms isl^ und 
Oj^'-'OCq willkürliche konstante Zahlen bezeichnen, und die 
Summe lieh auf a = 1 bis n bezieht. Die n Wertiie m ^= 
nii, • • • m,^ Find durch die Gleichung n-ten Grades 

(c) [(A-m)T = 

bestimmt und die n Grössen ai,--- a^ durch die Gleichung 

(d) a,= [(A-m,r-^]. 

Beweis. Dass die n Hauptzahlen m = m|, m2,**'Bi|| 
die n Wurzeln der Gleichung (c) und die n zugehörigen Haupt- 
gebiete ai,-*- a. durch die Gleichung (d) bestimmt find, folgt 
fogleich aus 388 und 389, womit noch die Anmerkung zu 383 
zu vergleichen ist. Die Hauptgebietc «i,*** an haben (nach 
389) die Eigenschaft, dass fie in keiner Zahlbeziehung zu 
einander stehen und Aar = mra, ist. Es muss fich alfo x aus 
^19*'' 3n numerisch ableiten lassen. Es fei 

(*) x = Xx^ 
der Ausdruck diefer Ableitung, fo verhandelt fich die Glei- 
chung (a) in 

= J^Qa^X^ + ^S^Aaa • X^, 

alfo da Aa,==m,ar ist, fo erhalten wir 

Da hier dx^ + ma^a e>n^ Zahlgrö$se ist, und ai,- • • a^ in 
keiner Zahlbeziehung zu einander stehen, fo hat man (nach 
28) dxa + niflXa = 0, d. h. dXfl=5= — maX^dl, alfo 

Xa = cn,e-mtt , 
wo tta eine willkürliche konstante Zahl ist. Setzen wir diefen 
Werth in die obige Gleichung (^) ein, fo erhatten wir 

Anm. Es und hier die Hauptzahlen des Bruches A als verschie- 
den von einander vorausgefetzt. Sind einige dorfelben gleich, fo ge- 
langt man leicht za dem Refultate, wenn man in bekannter Weife 
diejenigen unter ihnen, welche gleich werden füllen, zunächst als 
unendlich wenig von einander verschieden fetzt, dann x nach dem 

22» 
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obigen Satze entwickelt, und endlich, nachdem man die unendlich 
kleinen Differenzen aus den Nennern weggeschafft bat , diefe Differenzen 
ganz verschwinden lässt. Ob Wurzeln imaginär werden oder nicht, ist 
für die ganze Behandlung gleichgültig', auch kann man die imaginären 
Formen der Endrefaltate leicht in reelle Formen umfetzen. 

499. Wenn 

(a) fa + Ax = ftl) 

ist, wo 3, X, A, t die Bedeutung wie in 498 haben, fo wird 
die obige Gleichung, wenn man auch den Grössen ni],*- • m^, 
ai,'-- a^ diefelbe Bedeutung giebt, wie dort, und 

(b) f(t) = aifi +f^2f2+-'nJn 

ist, und d~^f,emr*dt = y, gefetzt wird, integrirt durch die 
Gleichung 

(c) x = 2]^(ya + aa)e-ni^ta^, 

in welcher aj,-** a^ willkürliche Konstanten find. 

Beweis. Da ai,**- a^ (nach 389) in keiner Zahlbezie- 
hung zu einander stehen, fo lassen (Ich Towohl f (wie oben 
geschehen), als auch x aus ihnen numerisch ableiten. Es fei 

X = ^j ÖftX^ , 

fo hat man, da (nach 389) Aa^ = m^a« ist, aus der Glei- 
chung (a) 

= ^»«(rfXa + m^Xa - fa), 

alfo (nach 28) ix^ + niaX« — f^==0, wo alle Grössen Zahl- 
grössen find, d. h. dx^ + m^x^dt = f^dt. Setzt man hier x^ 
= (ya + ''a)6"""«*j wo Ya ^^^^ Funktion von t ist, die mit t 
verschwindet, und a^ konstant ist, fo erhält man, indem Rian 
dies in die vorige Gleichung einfetzt, dya= faCoda^dt, alfo 
(nach 477) y^ = d'^faCni^tdt, wie oben. Setzt man dann 
statt x^ den gefundenen Werth in die Gleichung * ein, fo 

erhält man die zu erweifende Gleichung. 

Anm. Dtie Integration einer Gleichung, welche Differenzialquo- 
tienten höherer Ordnung nach t enthält, im Uebrigen aber die Form 
der Gleichungen 498 und 499 hat, reducirt Tich nach der Methode in 
497 auf Gleichungen, welche ganz diefe Form der Gleichungen 498 
und 499 haben, nar doss statt der n Einheiten e|,«** Cg hier, wenn 
die Differcnzialgleithung von m-ter Ordnung ist, mn Einheiten hervor- 
treten. 
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§. 3. Integration von Differensialgleicliiingeny 
wenn die nnabhängige Variable eine extensive Grösse ist. 

500. Die Integration jeder beliebigen partiellen DifTeren- 
zialgleichung erster Ordnung Iftsst fich zurückführen auf die 
Integration einer Differenzialgleichung der Form Xdx^O, in 
welcher x eine extennve Grösse, Xdx eine Zahlgrösse dar- 
stellt. 

Beweis. Wenn Xi,** x,^ die unabhängigen Yariabeln 
und Xq die von ihnen abhängige Variable ist, und x«, Xi,- * • x^ 
Zahlgrössen find, fo wird jede partielle Differenzialgleichung 
erster Ordnung zwischen diefen Grössen fich in Form einer 
Gleichung darstellen lassen, welche zwischen den Grössen 

A A A 

Xo, Xj,- • • Xb, 2 — Xo, j- Xo," • • \~ Xq stattfindet. Bezeichnen 

€IX| (IX) OXn 

wir die Grössen . Xq,« • •;p- x© mit Pt, Pn, fo können wir 

dX| dX|| 

vermittelst jener Gleichung eine der Grössen pi,* " • Pm» z- B. 

Pn, als Funktion der Ammtlichen Grössen Xq,* • * x^, pt,* • * p^-t 

darstellen, und alfo der zu integrirenden partiellen Differenfeifll- 

gleicbung die Form geben 

(*) P« = f(xo, xir • • Xib Pi, P2> ' • : Pft-i) = f- 

Nun ist dXo s= pidX| +• Ps<iX) -| Pn^n« Und imgekehrt, 

wenn diefe Gleichung erfüllt ist, fo find p^,* • «p^ die partiellen 
Differenzialquotienten von Xq nach Xj, X2,''* x,^. Setzt man 
daher in diefer Gleichung statt p^ feinen Werlh aus der vorigen, 
fo ist, wenn die Gleichung 

(**) dxo = pidx, + • • • Pn-idx^-i + fdx, 
erfüllt ist, auch die gegebene erfüllt. Jeder Verein von Glei- 
chungen alfo, welcher die letztere integrirt, erfüllt auch die 
erstere und es kommt alfo nur auf die Integration diefer letzte- 
ren an. Setzen wir nun Oq, ei,***en als ein System von 
Einheiten und x = XoOq + XiCj -}-••• x^en,, alfo dx = Codxo 
4- e^dxi -f ••• e^dx^, und fetzen ferner, wenn 1 eine Lücke 
darstellt, 
X = [lleo]-Pt[l|e|]-p,[l|e,] Pn-iLl'en-il-fHkl, 
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fo verwandelt fich die Gleichung (**) in 

Xdx = 0, 
auf deren Integration es alfo nur ankommt. 

Anm. Die Integration der Gleichung Xdx = 0, auf welche es 
hier ankommt, i^t nach der berühmten Pfaf fachen Methode, wie fie 
namentlich durch Jacobi (Grelle Journal B. 2, p. 347 und B. 17, p* 
138) vereinfacht ist, vollständig zu löfen, oder genauer, auf die im 
vorigen §. behandelten Integrationen zurAckzuf Uhren. Die Darstellung 
and Ergänssung diefer Methode durch Anwendung czteofiYer Grössen, 
durch welche fich die löfenden Formeln grösstentheils in einer er- 
staunenswerthen Einfachheit darstellen, foUen den Hauptgegenstand 
der folgenden Entwickelung bilden. Doch wollen wir zuvor den auf- 
gestellten 6ätz auch auf partielle tHfferenzialgleichungen höherer Ord- 
nungen ausdehnen. 

501. Die Integratien jeder beliebigen partiellen DifTe- 
renzialglerdiung von höherer als erster Ordnung Iftsst fleh 
zurückführen auf die Integration einer DilTerenzialgleichung 
der Form Xdx = 0, in ijirelcher fovrohl x als Xdx extenllve 
Grössen darstellen. 

Beweis. Es fei z die abhtogige Variable und yi,*-* Yn 

tkim4it unabhlmgigen Yariaboln^ wo z, Yt^* *- Yn Zahlgrdssen 

dai^telleut . Um die partiellen Differenalialquotienten höherer 

Ordnung bäqu^m befoiohnen zu können , nehmen wir zunfkchst 

ein System von n Einheiten ei,-*« e^ an und fetzen y^ei + 

Y2^2 + ' • • + Vi^n = y j '^ Werden. die-verBcbie^enea Differen- 

tslalquotienten bis jur m-ten Ordnung hin Höh darstellen lassen 

d • d^ • d"* 

jn der torm *-pZ, j-a^»"' xi^^. Hier stellt jeder diefer 

.Dlfferen^ialqnotienten einen Ausdruck mit fo viel (unter ein- 
ander vertauschbaren) Lücken dar, als die Ordnung des Dif- 
ferenzialquatienten bi^trttgt, und zwtir in der Art, dass der 
AtH^dmok naeh ' AQSf&Uung diefer Lüokw durch die Biiiheiten 
'von'y, ^inen Zahiausdruck liefert und zwar jedesmal einen 
der gewöhnlichen (riumeriischen) Differensiniquotienten; z. B. 

d* 

stellt -7— «z einen Ausdruck mit zwei vertauschbaren Lücken 
dy* 

dar und zwar fo, dass j— oZ-eie2 = j — j— z ist u. f. w. Es 

' dy^ ' ^ dyidya 

(eien nun 
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d d^ d» 

d^^ = Pi' d7»2 =p^'- • • dr^ =P- 

gefetzt, fo wird die partielle Differenzialgleichung in ihrer 
volLständigsten Allgemeinheit die Form annehmen 

(*) f(y, *, Pi, Pir-- Pm) = 0. 
Von den hierin vorkommenden Variabein ist nur z eine 
Zahlgrösse, alle übrigen Tmd extennve Grössen, und zwar 
enihäit y, vermöge der ihm beigelegten Bedeutung, n ver- 
Snderliche Zahlgrössen, und jede der Grössen Pir " Pm !<> ^'^I 
veränderliche Zahlgrössen, als es Kombinationen mit Wieder- 
holung aus n Elementen zur To vielten Klasse giobt, als d^ 
Index jener Grösse beträgt. Die Anzahl der veränderlichen 
Zahlgrössen, welche in den fämmtlichen in der obigen Glei- 
chung (^) vorkommenden Yarlabeln enthalten find, fei r, fo 
kann man vermöge der Gleichung (^) eine diefer Yariabeln 
durch die übrigen r ^ 1 ausdrücken. Es bleiben alfo noch 
r — 1 Yariabeln übrig. Jetzt erweitere man das System der 
n Einheiten Oi,*-- e^ To, dass es nun r — 1 Einheiten ent- 
hält und muUiplicire mit jeder derfelben eine der r — 1 ver- 
änderlichen Zahlgrössen, und fetze die Summe diefer Produkte 
= x, fo enthält x die fämmtlichen r — 1 veränderlichen Zahl- 
grössen. Nun hat man ferner vermöge der oben angegebenen 
Bedeutung der Grössen Pi,* * * Pm 

(**) dz = Pidy, dPi = Pady,' • • dp^-i = Pmdy, 
und wenn diefe Gleichungen erfüllt find, und zugleich ver- 
mittelst der Gleichung (*) eine der r veränderlichen Zahl- 
grössen, welche in jenen Gleichungen (^ enthalten find, 
durch die (r — 1) übrigen ausgedrückt find, fo ist damit die 
gegebene partielle DifTerenzlalgleichung (^) erfüllt. Folglich 
kommt es nur darauf an , die Gleichungen (*^) zu integriren. 
Yen diefen ist nur die erste eine Zahlgleichung, die folgenden 
enthalten, da dpi mit pi von gleicher Grössengattung ist, u. f. w. 
jedesmal fo viel Zahlgleichungen als in den Grössen pi,- • • Pn-i 
veränderliche Zahlgrössen enthalten fmd. Die Anzahl der 
fämmtlichen Zahlgleichungen, welche in den obigen Glei- 
chungen (^^) enthalten find, fei s, fo ist s kleiner als r (näm- 
lich um fo viel als die Anzahl der veränderlichen Zahlgrössen 
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beträgt, welche in y nnd p^^ zurammen enthalten find). Man 
bringe diePe Zahlgleichungen auf die Form, dass die rechte 
Seite null ist, und muUiplicire de nach der Reihe mit den 
Einheiten Ci,* • • e^, fo werden fie die Form haben eiXidx = 0, 
e2X2dx == 0, • • ', e^X^dx = 0. Dann find diefe Gleichungen 
gleichbedeutend der einen Gleichung e,Xidx -f- e2X2dx -{-*'* 
+ eaXgdx=3 0, d. h. (e,Xi + 02X2 -f ••• egXJdx = 0; fetzt 
man alfo CiXi + ^2^2 H — * e^X^s=X, fo werden jene Glei- 
chungen (,**) gleichbedeutend der Gleichung 

Xdx = 0, 
auf deren Integration es alfo allein ankommt. 

Anm. 1. Es ergiebt fich leicht, dass die Zahlen r und s von n 
und m auf die Weife abhängen, dass 

, . (n + lKn+2)>-.(n + m) (n+lXn + 2)..(n + m~l) 

^-°+ 1 . 2» m ^'= 1 . 2 m~l 

ist, ferner dass in dx, wie es in der Gleichung Xdx hervortritt , nicht 
die Differenziale aller r Unbekannten enthalten ßnd, fondem die 
Differenziale der zu pm gehörigen veränderlichen ZahlgrOssen in dx 
oicht erscheinen, die Zahl der numerischen Differenziale, die in dx 
hervortreten, ist s-f-n. Als Beispiel fei die .partielle Differenzialglei- 
chung 2-ter Ordnung mit zwei unabhängigen Variabein gewählt. Man 
erhält damit, indem wir die Bezeichnung der Unbekannten ändern, 
drei Gleichungen der Form 

dz = pdx '\- qdy 

dp = rdx + sdy 

dq = sdx + tdy, 
welche die acht Variabein z, x, y, p, q, r, s, t enthalten, von denen 
eine vermittelst der gegebenen partiellen Differenzialgleichung durch 
die ttbrigen ausgedrückt werden kann*, ferner kommen in ihr fünf 
Differenziale vor (dx, dy, dz, dp, dq). 

Anm. 2. Man fieht, dass die Integration der Gleichung Xdx, 
wenn dx nnd Xdx extenHve Grössen darstellen, die allgemeinste, ja 
man kann fagen, die einzige Aufgabe der Integralrechnung ist, indem 
auch die in den früheren Abschnitten behandelten Aufgaben der In- 
tegralrechnung fich hierauf zurückführen lassen, und auch, da jede 
ZahlgrÖsse zugleich als specielle Gattung der extenfiven Grössen er- 
scheint, die vorher (in 500) behandelte Aufgabe in ihr enthalten ist 
Mit der Löfung diefer Aufgabe wäre man alfo am Ziele der Integral- 
rechnung angelangt. Allein die Pf äff 'sehe Methode ist für den Fall, 
wo auch Xdx eine extenüve Grösse ist, d. h. wo mehrere numerische 
Differenzialgleichungen hervortreten, nicht mehr anwendbar, und die 
Methoden, welche man für die Auflöfung der partiellen Differenzial- 
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gleichungen höherer Ordnangen anwendet, und welche aach für die 
Löfang diefer allgemeineren Aufgabe förderlich fein würden, haben 
nur eine äusserst beschränkte Sphäre. Daher werde ich nur den Fall 
ins Auge fassen, wo Xdx eine Zahlgrösse ist, und werde auf den 
allgemeineren Fall nur gelegentlich hindeuten. 

S02. Wenn die Gleichung 
Xdx = 0, 
(m welcher, wie im Folgenden überall, Xdx eine Zahlgrösse, 
X eine Funktion von x, und x aus einem Systeme von m 
Einheilen ei,-** e^ numerisch ableitbar ist) durch einen Ver- 
ein von n Zahlgleichungcn Ui =Ci,« • • Un = Cn, wo Cj,- • • Cq 
konstant lind, integrirt wird, fo lässt lieh Xdx auf die Form 

Xdx = Uidui -f • • • -f UndUn 
bringen. 

Beweis 1. Es fei x = Xiei + . • • x^e^, fo find Uj,« • • u^ 
als Funktionen von Xi,*-- x^^ aufzufassen. Da nun die Glei- 
chungen Ui = Ct ,• • • Uy = Ca einen die Gleichung Xdx = 
integrirenden Verein bilden, fo heisst das (nach 491), es muss 
fich aus jenen Gleichungen die letztere ableiten lassen, d. h. 
wenn man aus den Gleichungen dui=0,-*- dun = 0, welche 
in Bezug auf die m DiiTcrenziale dxi,*** dx^^ homogen vom 
ersten Grade find , n diefer letzteren Grössen durch die übrigen 
ausdrückt, und diefe Ausdrücke in Xdx einführt, fo muss da- 
durch Xdx identisch gfleich null werden, oder, was nach einem 
bekannten Satze aus der Theorie der Gleichungen dasfelbe ist, 
es müssen fich Grössen Ui, U2,*" U^ finden lassen, welche 
die Gleichung 

Xdx = Uidui -f • • • + U^dUn 
erfüllen. 

2. (Ich füge einen zweiten Beweis hinzu, um zugleich 
die Grössen U| , • • • U^ finden zu lehren.) Die Funktionen 
U|,*-* Un können als von einander unabhängig aufgefasst wer- 
den, weil fönst die gegebene Gleichung schon durch einen 
Theil derfelben integrirt werden würde. Sind aber U},-** u^ 
von einander unabhängige Funktionen von X},* • • x„, fo lassen 
lieh n diefer letzteren Grössen, z. B. x^,- • • x,„ als Funktionen 
der übrigen und der Grössen U| , • • • u^ darstellen. Es fei 
XjCi H + x^e„ = y , und x^ iiC^+i -| + x.e, = z ge* 



353 < 

Tetzt, und Teien die auf den Verein der Variabein Ui,- • • u^, z 

bezüglichen partiellen DifTerenzialquotienten erster Ordnung 

nach der Reihe mit ^i,**- d^j 3 bezeichnet, von denen alfo 

der letzte nach der extenfiven Grösse z genommen ist, To 

wird 

dy = rfiydui +• • • + rf^Y'^Un + ^y*dz, 

und alfo 

Xdx = XCdy -!- dz) 

= X(Jty.dui+... +X<J„y.du„-t-(X(ry-j-X)dz, 
oder wenn wir 

X^iy = Ui,--- X^ny = U„ 
fetzen, fo wird 

Xdx = Ujdui + . . . + ü„du„ + (X^y + X)dz. 
Da 'nun, wenn man U|,-<*U2^ als konstant Tetzt, Xdx 
identisch gleich null werden muss, und da dann dU|,--* dUu 
= find, fo hat man (X^y +X)dz = 0, und alfo 
Xdx = Ujdui H + Undu„. 

Anm. Es gilt dicfer Satz auch, wenn Xdx eine extcufive Grosse 
ist, und namentlich gilt der zweite der oben mitgetheilten Beweire 
unmittelbar auch für diefen Fall. 

903. Wenn fich der Ausdruck Xdx (in dem Sinne von 
502) auf n Glieder, nämlich aufUidui -f-*' + Un<l"ji »urück- 
fQhren Idsst, aber nicht auf weniger als n folche Glieder, fo 
wird die Gleichung 

(a) Xdx = 
integrirt durch Vereine von je n von einander unabhängigen 
Gleichungen, und zwar bilden die folgenden Vereine von je 
n Gleichungen: 

ÜIXT-Vi + • • • + V,J-9r + ÜH-1 =0 



Cb) 



dUr4i 'dUr+1 



ü.jiJ-9.+--.+ü,^-^^SP. + ü. = 0, 



wo r jeden der Werthe 0, 1, 2,«-« n annehmen kann, und 
{Pi9"'7r willkürliche Funktionen bezeichnen, das vollständige 
System der integrirenden Vereine. Wenn ins Befondere r = 
ist, fo hai nan den Verein 
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(c) üj = ü,=*.-.=ü^it=0, 
und wenn r = n ist, den Verein 

wo Ci, • • • Cq willkürliche Konstanten Und. 

Beweis. Die Gleichung Xdx kann nicht durch einen 
Verein von weniger als n Zahlgleichungen integrirt werden^ 
weil Tonst (nach 502) Xdx auf weniger als n Glieder der Form 
Udu zurückgeführt werden könnte, was mit der Voransfet^ung 
streitet. Es kommt alfo darauf an, Vereine ron n Gleichungen 
zu finden, welche die Gleichung Xdx = integriren und zwar 
die fämmtlichen möglichen Vereine diefer Art. Es mögen die 
n von einander unabhängigen Gleichungen y^ =0, y^ == 0,- • •, 
v^ = einen die Gleichung Xdx = integrirenden Verein 
bilden, fo lassen fich die Funktionen Vi,**-, y^, welche ur- 
sprünglich als Funktionen der m Varibeln Xj, • • • x,^ angenommen 
fein mögen, zugleich darstellen als Funktionen yon Ui,*** u^ 
und yon n — m der Grössen xi,--* x^, z. B. als' Funktionen 
yon Ui,« • • Un, Xn^.^,* • • x^. Wenn alle jene Funktionen Vi,- • •¥„ 
dann nur Ui,- • • u^ enthalten, aber yon x^^-i,- • • x^ unabhftngig 
nnd, fo ergeben fich Ui,-** u^ als konstant, und es tritt der 
befondere Fall (d) ein. V\^enn aber mindestens eine der Funk- 
tionen Viy* " v,^ z. B. y^, noch mindestens eine der Variabein 
^n+i»'** ^m9 2- B* ^m) ontliält, fo Ifisst Hch, yermittelst der 
Gleichung y^ = 0, Xn^ durch die übrigen (ui,«-- Un,Xn4i,--- 
^m-i) ausdrücken. Führt man diefen Ausdruck in die übrigen 
Gleichungen y^sO,«*- y^^^sO ein, fo ist es möglich, dass 
in den fo erhaltenen Gleichungen noch mindestens eine der 
Variabein Xn^-i,--« Xn,_i vorkommt, z. B. x„_i in y„_i = 0; 
in diefem Falle drücke man x^,.! yermittelst diefer Gleichung 
durch die noch übrigen Variabein Uj, • • • u^» x^+i, • - * x^^a aus, 
und fetze diefen Ausdruck in die übrigen Gleichungen ein; 
und fo fahre man fort, bis man endlich entweder alle Glei- 
chungen yi = 0,--« Vn = O' erschöpft hat, oder bis nur noch 
folchc Gleichungen übrig bleiben, die nur Ui,--- u,^ enthalten. 
Im ersteren Falle muss (nach 491) der Ausdruck Uidu^ -f ••• 
ündUa identisch = werden, alfo üi 5= 0,- • • 11^ = 0, was 
den befonderen Fall (c) liefert. Im letzteren Falle mögen zu-» 

23 
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letzt r Gleichungen V| =^ 0, • • • v, c= übrig geblieben Tein, 
welche nur di^ Variabein U|,*«- u^ enthalten ^ fo können wir 
vermittelst diefer Gleichungen r der Grössen u^ , • • • u^ als 
Funlitionen der übrigen darstellen, z. B. U|,*** u, als Funk- 
tionen von u^iy* • • Uq. Der Verein wird in dierem Falle stets 
ein inlegrirender Tein, wenn nur, von welcher Art auch jene 

r Funktionen fein mögen, durch fte der Ausdruck Uidui -] 

U^dUn identisch gleich null gemacht wird. Da wir Ui,- • • u, 
als Funktionen von u^f i » * ^n dargestellt haben , To erhal- 
tjen wir 

• • • 

• • • 

/^'di"'+--<"' + ^" = «' 

als die nothwendigen^ aber ausreichenden Bedingungen, da- 
mit in diefem Falle U^dui -| UndUo identisch gleich null 

werde. Somit habon fich die Vereine b (von welchen (c) und 
(d) nur specielle Fälle darstellen) als die fämnitlichen mög- 
lichen Vereine ergeben, welche die Gleichung Xdx = unter 
der Vorausfetzung des Satzes integrircn. 

Anm. Es ist dierer Satz nack feiner einen Seite hin in der an- 
^efüUi'ten Abhandlnng Jacobi's (Grelle Journal B. 2 p. 348) nach- 
^ewicfen. Aber es ist dort die wichtigste Seite unfcres Satzes, dass 
es nlimtich ausser den Gleichungsvereinen (b) keinen Verein integri- 
rendcr Gleichungen gebe, nicht nachgewiefen. Auch ist dort nicht 
gezeigt, worin der Terschiedene Charakter der integrirenden Vereine 
(b) je nach dem YiTertbe des Index x bestehe, obgleich Jacob i mehr- 
fach auf die Verschiedenheit diefes Charakters hinweist. Offenbar 
war Jacobi auch mit diefer Seite unferes Satzes vollkommen ver- 
traut, und es lag nur in dem befondcren Zwecke jener Abhandlungen, 
dasd er fich darüber nicht weiter ausspricht. — Man fieht aus diefem 
und dem vorhergehenden Satze, dass es dasfelbc ist, zu legen, es 
la84e fich Xdx^O durch Vereine von je n («nd nicht weniger ald n) 
Gleichungen integriren, oder zu fagen, es lasse fich Xdz (in dem 
Sinne vpn 502) auf eine Sumnie von n (und nicht weniger als n) Glie- 
der der Form Udu zurückführen. Alfo kommt es darauf an, die Be- 
dingungen aufzufinden, unter denen dicfe Reduktion möglich ist, und 
wenn diefe Bedingungen erfüllt find, die Uethode der Reduktion an- 
zugeben. Um beides auf eine leichte Weife an erreichen ^ wird es 
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iweokmäflsig lein> die folgenden Beatimmangen und Sätae über Lüokenr 
ausdrücke mit nicht vertaaschbarcn Lücken aufzustellen. Noch be- 
merke ich, dass der vorstehende Satz nicht mehr gilt, wenn Xdx eine 
extenftve Grösse ist; und dass, wenn die Reduktion von Xdx auf die 
möglichst geringste Anzahl von Gliedern der Form Udu vollzogen ist, 
doch damit noch keinesweges die Integration der Gleischung Xdx = 
gegeben ist. Aber aus 502 folgt, dass, wenn man die fämmtlichen 
möglichen Reduktionen diefer Art kennt, man auch die Gleichung 
Xdx = zugleich vollständig integrirt habe. Und diefe Betrachtung 
scheint mir den Weg anzugeben, auf welchem man hoffen kann, zu 
diefem letzten Ziele der Integralrechnung zu gelangen. 

504. Erklärung. Wenn L einen Ausdrudi mit n 
Lücken gleicher Gattung darstellt ^ für welche jedoch nicht 
Vertauschbarkeit der Lücken vorausgeretzt ist, fo yerstebe ich 
unter [Laiaa*" &n] den Ausdruck, welcher hervorgeht, wenn 
man ai,*-* a^ in allen möglichen Ordnungen in die n Lücken 
von L eintreten Iftsst, den erhaltenen Ausdrücken das Zmohen 
4- oder — vorfetzt, je nachdem das kombinatorische Produkt 
der Grössen, welche nach der Reihe in die n Lücken von L 
eintreten, dem, Produkte [aias«*-aj gleich oder entgegen- 
gefetzt ist, und dann die Summe der.fo erhaltenen Glieder 
durch deren Anzahl dividirt. Wenn L weniger als n, z. B; 
nur n — r Lücken enthält, To verstehe ich unter [Laias • * • a J 
den Ausdruck, welcher hieraus hervorgeht, indem man dem 
L noch r Faktoren 1 voranstellt, von denen man jeden als 
Ausdruck mit einer Lücke betrachtet, indem nftmlioh, wenn 
man diefc Lücke durch eine Grösse a ausgefüllt denkt, aus 1 
die Grösse l-|i, d. h. a, hervorgeht. Hierdurch ist diefer 
Fall auf den vorigen zurückgeführt. Wenn ins Befondere L 
ein Ausdruck mit n — 1 Lücken ist, der durch Ausfüllung 
diefer Lücken eine Zahlgrösse wird, fo wird 

1 

[La^. • • aj = — (ai[LAi] H ajLAJ), 

wo A, (für jeden Index r) alle Grössen ai,*-- a^, mit Ans- 
schluss von a„ als Faktoren enthält und [vi^K^^'^l^t^" ' ^ 
ist. Ich nenne auch diefe Produkte (wie überhaupt alle welche 
durch die schfirfe Klammor umschlossen find, f. 9t) bezüg- 
liche Produkte, und zwar fetze ich als das HauptgfeUet, a«f 
welches lie fich faeziehöa, das Gebiet der> Einheiten, ms 
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welchen die ßinimtlicben GrdMen, welche in die Lttcken eiii- 
zutreten flihig find, abgeleitet werden können. 

50S. Wenn L einen Ausdruck mit n Lücken bezeich- 
net , und 

1) t«! • • • a J = [bj . . . b J 
ist, fo ist auch 

[Laf- aJ = [Lbi--- bj, 
und wenn 

2) [ai...aj = 
ist, fo ist auch 

[Lbi"- aj = 0. 

Beweis. Wenn zwei der Grössen ai,*«* a^, z. B. a, 
und Bg, einander gleich werden, fo ordne man die Ausdrücke, 
welche (nach 504) bei der Entwickclung von [Lai - * * a^] da- 
durch hervorgehen , dass man ai , • • • a^ in allen möglichen 
Folgen in die Lücken von L eintreten Ifisst, paarweife fo, dass 
je zwei derfelben, bei denen (ich die Reihenfolge jener Grössen 
nur durch die gegenfoitige Stellung von a, und a^ unterschei- 
den, ein Paar bilden. Dann werden die Ausdrücke jedes 
Paares (nach 504) entgegengefotztes Vorzeichen haben; wenn 
nun a^ und a^ einander gleich werden, fo werden diefo Aus- 
drücke, abgefehen von dem entgegengefotzten Vorzeichen, 
identisch; alfo wird ihre Summe null, alfo in diefom Falle 
auch [Lai • • • aj = 0. 

2. Wenn [ai • • • aj =:0 ist, fo heisst das (nach 66), e» 
stehen die Faktoren ai,*** a^ in einer Zahlb^iehung, d. h. 
(nach 2) eine derfelben, z.B. an, wird ilch als Vielfachen- 
rmmne der übrigen ai,* • • a^.! ausdrücken lassen. Führt man 
diefon Ausdruck für a^ in [Laf- an^ia^] ein, und löst die 
diefen Ausdruck umschliessende Klammer auf, fo stellt fich 
[Lai • • • an-.iaj als eine VielfachenAimme von Ausdrücken dar, 
deren jeder zwei gleiche unter den Grössen ai,-** a^^^i ent- 
hjUt, alfo (nach Bew. 1) null ist. Alfo ist auch jene Viel- 
fachenfumme, d. h. [La^« • • 8^], gleich null. 

3» Wenn die Reibe der Grössen Ui,*-» a^ eine einbohe 
ÜMala Aenderung erleidet (vergl« 71), z. B. a, fich in a^ -{* <<•# 
«erwandieli^ wo a eine ZaUgrösse ist^ und r und s von eiiw 



ander verachieden find, fo verwandelt lieh [Lai • « * 8,8,44 - * * 8^] 
in [Lai • • • • a,a^i • • • • «nl + «(Lai • • • • a^ia,a^t • • • • aj; iat 
zweite diefer Ausdrücke enthält, da s von r verschieden isl^ 
a^ zweimal, ist alfo (nach Bew. 1) gleich null, alfo bleibt dcor 
Ausdruck [Lai « • * 8^] von unverfindcrtem .Werthe , wenn die 
Reihe der Grössen ai • • • a,^ eine einfache lineale Aendenmf 
erflilirt, airo auch, wenn fie wiederholt eine einfache lineale 
Aenderung erfährt, d. h. (nach 71) wenn jene Reihe fleh über- 
haupt lineal ändert. Wenn nun [8182 • • • a^] = [b^b, • • • bj ^ 
ist, fo lässt fich (nach 76) die Reihe b|, b,,--« b^^ aus der 
Reihe St, a^,**- a,^ durch lineale Aenderung ableiten, wobeie 
wie eben bewiefen, der Werth von [Laf- aj unverändert 
bleibt, d. h. es ist dann [La^ • • • aj = [Lb| • • • bj. 

506. Erklärung. Wenn ein Ausdruck L mit n Lücke» 
die Eigenschaft hat , dass er mit je n Grössen Si • • • • a^ 9 di« 
in die Lücken eintreten können , ein Produkt [Lai * * * aj liefert, 
welches null ist, fo fetze ich [L] = 0. Wenn ferner ein Pro- 
dukt [ai- • • aj = 1 ist, und L n Lücken enthält, fo fetze ich 
[L] = [Lai • • • aj- 

Anm. Es ist Achon fräher bei der BehandluDg des Potenzwerthes 
eines Bruches Q (No. 383), obwohl nur gelegentlich, die hier gewählte 
Bezeichnung angewandt, indem, wenn ei,***e|| die n Nenner find, 
deren Produkt [ei • • • ej = 1 ist, und a«,* • • a^ die zugehörigen Zähler, 
unter [Qi^] das Produkt [ai • • • an] verstanden war. Da nun Q als 
Lückenansdruck mit einer Lücke aufgefasst werden kann, indem näm- 
lich (für jeden Index r) Qer = ar ist, fo wird Qn ein Ausdruck mit 
n Lücken, und gehört alfo [Q°] zu den hier (in 506) definirten Aus« 
drücken. Man überzeugt fich leicht, dass auch nach diefer Definition 
(M)6) der Ausdruck [Qn] = [ai^a^* •• an] wird, und alfo beide Defini- 
tionen in Yollkommener üebereinstimmung stehen. Es hat fich mir 
die Allgemeinheit der hier (in 504 und 506) aufgestellten Begriffe, und 
ihre wefentliche Bedeutung für die Analyfis erst während der Arbeit 
ergeben. Sonst würde ich diefe Begriffe und die daraus fliessenden 
Sätze fogleich an ihrer Stelle (im ersten Kapitel diefes Theiles) be- 
handelt haben. Da hier diefe Sätze den Gang der Kntwlckelung unter- 
brechen , fo beschränke ich mich auf diejenigen Sätze , welche für die 
folgernde Daretellung unentbehrlich erscheinen. 

807. Wenn L zwei oder mehrere vertauacfabare Ltcke» 
mithält, fo ist [L] = 0. 

Beweis. Es ist ra zeigen, dass wenn von den ir LOokeft 
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ton L auch nur zwei mit einander vOTtauachbar find, allemal 
[Lai^'-^aJ null ist, was auch ai,-«*aQ für Grössen fein 
mögen. Denn es feien die übrigen Lücken durch beliebige 
jeiier Grössen ausgefüllt, fo geht ein Ausdruck mit zwei ver- 
lauschbaren Lücken hervor, diefer Ausdruck fei P. Sind nun 
b und c zwei beliebige Grössen, welche in diefe zwei Lücken 

eintreten können, fo ist, da die Lücken vertauschbar find, 

1 
Pbc = Pcb; aber [Pbc] = — (Pbc — Pcb), alfo =0, alfo auch 

[Lai*-* an]=0, für beliebige Grössen ai,<-* a^, d. h. (nach 
506) [L] = 0. 

508. Wenn A^, • • • A^ Grössen mit je einer Lücke der- 
felben Gattung find, welche entweder alle, oder doch alle bis 
auf eine derfelben, nach Ausfüllung diefer Lücken Zahlgrössen 
werden, und P ein Ausdruck mit beliebig vielen Lücken ist, 
fo ist das Produkt 

[Ai-..A„P] 
ganz* den Gefetzen der koiäbinatorischen Multiplikation (52 ff.) 
unterworfen und zwar in dem Sinne, dass A^,-** A^ als ein- 
fache kombinatorische Faktoren betrachtet werden, namentlich 
lind zwei Produkte, welche lieh nur durch die gegenfeitige 
. Stellung zweier diefer Faktoren unterscheiden, einander ent- 
gegengefetzt, d, h. 

(a) [A^. .A,. . A,. . A„P] = [Ai- -A,. -A,. • A,P] , 

wo beide Seiten der Gleichung fich nur durch die gegenfeitige 
Stellung der Faktoren A, und A^ unterscheiden, und wenn 
zwei jener Faktoren gleich werden, fo ist das Produkt null, d. h. 

(b) [Ai- .Ar--A,...A„P] = 0. 

Beweis. Betrachtet man z. B. nur die beiden ersten 
Faktoren Ai und Aa und nennt das Produkt der übrigen Q, 
und fetzt e^, • • • e^ als Einheiten , deren kombinatorisches Pro- 
dukt 1 ist, fo ist 

[AiAjO] = [AiAjOeiOaCs • • • ej. 
Hier feilen (nach 504) die Faktoren eie^e»- - • e^ in allen mög- 
Ucbeft Ordnungen in die Lücken von h^K-Si eintreten, und das 
Vorzeichen wird pofitiv, wenn Oi, Oa, es,«** e^ entweder in 
4iefer Ordnung, alfo ,ei in Ai, e^ in Aa und die übrigen 
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63 • • On nach der Reihe in Q , eintreten , oder in irgend einl» 
andern Ordnung, welche durch eine gerade Anzahl von Ver« 
fetzungen aus jener Ordnung hervorgeht; ganz diefelbe Be-^ 
deutung hat aber [A2Ai0e2eie3-« • ej, indem auch hier das 
Zeichen poniiv wird wenn e^ iii Aj, 62 in A2, und 63,* • • e^ in 
diefer Reihe in eintreten u, f. w., alfo ist [AiA20eie2e3 • • • e J 
=[A2 Ai0e2eie3 • • ej, letzteres ist aber, da (nach 55) [026103 • • ej 
= — [«^10263 • • -ej ist, (nach 505) gleich — [A2Aj0eiO2e3« • -oj, 
alfo [AiAaO] = — [A2 AiO]. Worden Ai und A2 einander gleich, 
To folgt aus diefer letzten Formel, dass dann [A1A2O] null wird. 
Däsfelbe gilt nun aus demrelben Grunde, wenn man statt der 
beiden ersten Faktoren des Ausdruckes [AiA^ • • • Aj^P] irgend 
zwei andere, A^ und A^, betrachtet. Somit gelton die For*^ 
mein (a) und (b) und auf ihnen beruhen die übrigen Gefetze 
der kombinatorischen Multiplikation. 

S09. Wenn A ein Ausdruck mit einer Lücke und B ein 
Ausdruck mit m — 1 Lücken derfelben Gattung ist, und aj,« • '8^ 
Grössen diefer Gattung find, fo ist 

[ABai . . . aj = A[Bai * • • a J 

= — 2;ÄäBÄJ, 
m 

wo All alle Faktoren ai,* • • a^^, mit Ausnahme dos Faktors a^, 
enthält, und zwar fo, dass [a^A J = [aiBj • • • a^] ist, und wo 
die Summe fich auf die Werthe a ==!,•••• m bezieht. 

Beweis 1. Um den Ausdruck [ABai« • • a^] zu entwickeln, 
muss man in die Lücken von AU nach und nach alle mög- 
lichen Anordnungen der Faktoren ai,-«* an^ eintreten lassen; 
dabei muss alfo in A nach und nach jede der Grössen ai,* • • a^^ 
eintreten. Wenn nun zuerst in A die Grösse ai eintritt, fo 
müssen in B die übrigen Faktoren, alfo die Faktoren von Ai in 
allen möglichen Folgen und zwar gleichfalls mit dem Zeichen- 
geretz eintreten, dass zwei fo hervorgehende Ausdrücke gleiches 
oder entgegengefetztes Vorzeichen haben, je nachdem die bei- 
den Reihenfolgen ein gleiches oder entgegengefetztes kombi- 
natorisches Produkt liefern. Die fo hervorgehenden Glieder 
werden alfo + Aai[ßAi] liefern. Hier ist jedoch das -f— Zeichen 
zu wählen , weil [ai AJ = [aiaj • • • a^] ist. Aus gleichem Grunde 
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bt die Summe der Glieder , bei denen in A die Grösse Sa ein- 
tritt , CS 4- Aas[BAi] u. f. w.; alfo wird, da man dieCe Summe 
noch durch die Anzahl ihrer Glieder dividiren muss, 

[ABai...aJ = -iZAaa[BAJ. 

2. Ferner ist (nach 504)^ 

A[Bai.-.aJ = -iAZ5ZBAX 



= -^Z Aa,[BA J [39] 

= [ABai--- «m] [Bew. 1]. 

510. Wenn C ein Ausdruck mit zwei Lücken gleicher 
Gattung ist, welcher durch Ausfüllung feiner Lücken eine 
Zahlgrösse wird, und a eine Grösse jener Gattung, B aber 
ein Produkt von 2n — 1 folchen Grössen , und 2n die Anzahl 
der Einheiten ist, aus welchen die Grössen diefer Gattung ab- 
leitbar find, fo ist 

[CatC^^B]] = [C»aB] 
fCEC^-^Bla] = [C"Ba]. 

Beweis. [C^aB] drückt, da die n Faktoren C alle ein- 
ander gleich find, und nach Ausfüllung ihrer Lücken Zahl- 
faktoren werden, alfo untereinander vertauschbar find, aus, 
dass a in eine Lücke eines der Faktoren, z. B. des ersten 
Faktors C, eintritt, während die 2n — 1 Faktoren von B in 
die andere Lücke jenes Faktors und in die übrigen Faktoren 
eintreten. Dasfelbe drückt aber die Formel [Ca[C'^~'^B]] aus, 
alfo flnd beide gleich. Auf gleiche Weife ergiebt fich die 
zweite Formel. 

911. Wenn Xdx (in dem Sinne von 502) auf n Glieder 
der Form Udu zurückführbar fein foll, d. h. 

Xdx = üidui 4- . . . UßdUn 
fein foU, fo muss noth wendig 

Gein. 

Beweis. Es fei Uidui -f • • • UadUn der Kürze wegen mit 

^UadUti bezeichnet, fo ist 
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aifo 



Somit 



dx dxX . "dx 



d* 
Da 1— .Ua ein Ausdruck mit zwei vertauschbaren Lacken 

dx* 

ist (451), To können wir bei der Substitution von -pX in den 

Ausdruck 1 xf -pX j 1 (nach 507) die Glieder y U«-j— ^u« 
weglassen y und erhalten 

wo die Anzahl der Indices a, b, c,-** gleich n -f ' isi. Da 
aber u nur n verschiedene Indices hat, fo müssen unter den 
Indices a, (,•••- nothwendig mindestens zwei gleiche vor- 

iiommen; alfo werden auch unter den Grössen -pUa» T^u^t 

-pUc, ••• nothwendig zwei gleiche vorkommen, alfo ist (nach 

508) jedes Glied der obigen Summe null, airo die Summe 
reibst, d. b. 



K^0>»- 



Aam. Ich werde im Folgenden zeigen, dass dicfe Bedingangs- 
gleichnng zugleich die Tollkommen ausreichende ist, fo dass, wenn 
fie erfüllt wird, auch aHcmal die Reduktion auf n Glieder der Form 
Udu, alfo auch (nach 503) die Integration durch Vereine von n Glei- 
changen möglich ist. Es ist daher diefe in der That wunderbar ein- 

23* 
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fache Formel von fefar weitreichen<)er Bedentung. Der Beweis der- 
felben ist oben fo geführt, dass auch die Art, wie diefelbe gefanden 
ist, unmittelbar hin durchleuchtet. Auch hält es nicht schwer, die 
entsprechenden Formeln für den Fall zu entwickeln, dass Xdx eine 
extenfive Grösse ist; und ich habe diefe letzteren Formeln hier nur 
deshalb nicht aufgestellt, weil, wie schon oben angedeutet, die Be- 
handlung diefes allgemeinen, die ganze Integralrechnung abschliessen- 
den Falles hier unterbleiben musste. Dagegen werde ich die oben 
mitgetheilte Formel in der folgenden Nummer in die gewöhnliche 
Analyfis kleiden. 

512. Aufgabe. Die Bedingungsgleichung aus 511, 
nftmlich 

durch Zahlgleichungen zu erfetzen. 

Auflöfung. Es fei x = Xiei +'"Xme„, woci,'**e„ 

das System der Einheilen bilden. Dann ist dx = eidX| -{ 

ßm^'Xni; und es wird Xdx = Xei'dxi -j Xen,dXa = XidX| 

-j X„dx,Q, wenn wir die Zahlgrössen Xci,* • • Xe^ bezieh- 

lich mit X|,* • • X^^ bezeichnen. Die obige Bedingungsgleichung^ 

fagt dann (nach 506), da X eine und -pX zwei Lücken ent- 

hdit, aus, dass 

(*) [x(;^xje,e,...e2,^,] = 

fei; und auch bleibe, wenn man statt C], 02,* • • ^sn+i beliebige 
2n 4- 1 unter den m Einheiten Ci, • • • e,n fetzt. Ist m = 2n + 1, 
fo tritt keine andere numerische Bedingungsgleichung als die 
Gleichung (*) hervor; ist m -< 2n -J- 1 , fo tritt gar keine hervor, 

weil dann je 2n -f- i Grössen, mit denen l^rx-X J 1 multi- 
plicirt werden mag, in einer Zahlbeziehung stehen, alfo 
I X^-pX j I dann mit ihnen multiplicirt (nach 505) null lie- 
fert, alfo (nach 506) felbst null ist. Wir nehmen da^ber jetzt 
an, dass m = ^ 2n -f 1 f^M ^nd fuchen unter diefer Voraus- 
fetzung in der Gleichung *, X und x durch die Zahlgrössen 
X|,- • • X^, X|,- • • Xj^ zu erfetzen. Nun ist nach dem Obigen 
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Xe, = X,, alfo j-Xe^e, := j-Xre, = 1— X, (nach 451), folglich 
Yerwandelt rieh die obige Formel (*) in 



»=l 



-r- V ^ ir ^ 



wo man die Indices auf alle möglichen Arten za vcHauschen 
und dem jedesmaligen Gliede das Zeichen -f oder — vorzu- 
fetzen hat, je nachdem die Anzahl der Vertauschungen, durch 
die es hervorging, eine gerade oder ungerade war. Bezeich- 
nen wir nach Jacobi's Vorgange (Grelle Journal 2, 351) 

r-Xa — T- Xa mit (2, 3) u. f. w. , oder allgemein fetzen wir 

QX^ (1X2 

fo können wir die vorige Formel auch schreiben 

= ZqF Xi(2, 3)(4, 5) (2n, 2n + 1), 

wobei die Vertauschungen je zweier in einer Klammer stehenden 
Indices ausgeschlossen bleiben. Ebenfo können wir, ohne die 
Bedeutung der Gleichung zu ändern, festfelzen, dass der erste 
der beiden in Klammern geschlossenen Indices von einem Faktor 
zum nftchstfolgenden nur wachfe, nie abnehme. Denn da die 
Ordnung der Zahlfaktoren (2, 3) u. f. w. gleichgültig ist, fo 
können wir ihnen immer jene Anordnung geben. Wir be- 
zeichnen in diefem Sinne (mit Jacobi a. a. 0. p. 355) die 



Summe ^+ (2, 3). (4, 5) (2n, 2n + 1) mit (2, 3, 4, 5, 

• • *, 2n, 2n -f 1), fo verwandelt Fich die obige Gleichung in 

. 0,^2^+ Xi(2, 3,. ... 2n 4- 1), d. h. 

=Xi(2, 3,. . . 2n + 1) — Xj(l, 3,. • • • 2n + D 

-hXs(l,2,4,...2n + l) , 

was Jacobi (a. a. 0. p. 356) schreibt 

(**) = 2"X|,(2,3,....,2n + l). 
Solcher Gleichungen giebt es fö viele, als es Kombina- 
tionen ohne Wiederholung aus m Elementen zur (2n + l)-ten 
Klasse giebt. Aber diefe Gleichungen find, wenn m>^2n-f 1 
jst, nicht unabhängig von einander. In der That können wir 
zeigen, dass wenn die Gleichung (*), deren Transformirte die 
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Gleichung (^ ist, fOr alle Kombinationen atas O],*** e„ zur 
(2n -f l)-teH Klasse, in denen eine Einheit e, vorkommt, deren 
zugehöriges Xe, = Xr nicht null ist, als geltend angenomoien 
wird, Tie auch für alle übrigen Kombinationen (in denen e, 
nicht vorkommt) gelten muss. In der That, es fei Xi .^ 0, 
und gelte die Gleichung * für alle Kombinationen, in denen 
Ol vorkommt, d. h. es fei allemal 

wenn E, eine beliebige Kombination ohne Wiederholung aus 
6ar***6m 2"^ 2n-ten Klasse ist, fo ist zu zeigen, es fei 
auch allemal 

auch wenn e^ eine beliebige in E, nicht vorkommende Einheit 
bezeichnet. In der That ist (nach 508) [x^j-xYJ allemal 

null, alfo ist (nach 506) auch Fx "T^XJ eie,Ej = 0, d. h. 

es ist 

2'+Xe.[x(Ax)"e.E,] = 0, 

WO die Summe (ich auf die verschiedenen Glieder bezieht, 
welche aus dem unter dem Summenzeichen stehenden dadurch 
hervorgehen, dass man e^ nach und nach mit jeder in e^E^ 
vorkommenden Einheit vertauscht (und das Vorzeichen ändert); 

allein alle diefe Glieder flnd null, weil dann i^C j~~XJ 1 ™i^ 

einer Kombination von Einheiten multrplicirt ist, unter denen 
Ol vorkommt, und diefe Produkte nach der Vorausfetzung null 
find, alfo bleibt das unter dem Summenzeichen stehende Glied 
allein übrig, d. h. es ist 

Nun ist gleichfalls vorausgefetzt, dass die Zahlgrösse Xei 
=sXi von Null verschieden fei, alfo erhält man 

[x(^x)"e.Ej = 0, 



was zu zeigen war. Wir fasccn nun das Rerultat in einen 
Satz zufammen: 

S13« Wenn der Ausdruck Xi||X| + *" * Xm<l^m» in 
welchem Xi,* • • X^ Funktionen der Variabein Xi,- • • • x^ (ind^ 
(ich auf n Glieder, nttmlich auf UidU| -| — • U^dUa, foii redu- 
Giren lassen können, oder, anders ausgfedrttckt, wenn die 
Gleichung X^dXf -f • • * X^^dx^^ = 0, Tich foIl durch Vereine 
von je n Gleichungen integriren lassen können, fo muss erstens» 
wenn m = 2n -f 1 ist, die eine Bedingungsgleichung 

XX,(2, 3,..*,2n + 1) = 0, 
welche die in 512 beschriebene Bedeutung hat, erflillt wer« 
den ; wenn aber zweitens m >^ 2n -f ^ ^st , fo treten fo viele 
folcher Gleichungen hervor, als es Kombinationen aus m Ele- 
menten zur (2n -f i)-ten Klasse giebt, indem man nftmlich 
statt der Indices 1, 2, • • • , 2n -f- 1 in obiger Gleichung jede 
andere Gruppe von ebenfo vielen Indices fetzen kann; doch 
reicht unter diefen Gleichungen schon eine geringere Anzahl 
aus, indem, wenn z. B. Xi ungleich null ist, es ausreichend 
ist, wenn man in der obigen Gleichung statt der Gruppe der 
Indices 2, 3,--*2n4-l, jede andere Kombination aus den 
Indices 2, 3««*- m zur 2n-ten Klasse fetzt. So bleiben nur 
Toviel Bedingungsgleichungcn übrig, als es Kombinationen ohne 
Wiederholung aus m — 1 Elementen zur 2n-ten Klasse giebt. 

A n m» Für den einfachsten Fall , wo m = 2n + 1 ist , hat Jac o b i 
(a. a. O. p. 356) die Bedingnngsgleichang aufgestellt. Für den Fall, 
wo n=:l ist, erhält man die bekannten Bedingungsgleichungen der 

Integrabilit&t , welche (nach 511) in der Gleichung [x^xJ^sO zu> 

fammengefasst erscheinen. Es kommt nun darauf an, die Zurück- 
fährung von Xdx auf n Glieder der Form Udu, fobald nur die Be- 
dingungsgleichung (511) für die Möglichkeit diefer Zurückführung er- 
füllt ist, auch wirklich zu vollziehen. Zu diefem Ende löfen wir nach 
Pfaff's Vorgänge die folgende Aufgabe: 

314. Aufgabe. Die Zahlgleichung 
(a) Xdx = 0, 
in welcher X eine Funktion von x, und x = Xiei +• • • x^em 
aus einem Systeme von m Einheiten abgeleitet ist, auf die 
Form zu bringen, dass die hervorgehende Gleichung nur m — 1 
veränderliche Zahlgrössen enthalte. 
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Auflöfong* Es kommt zu dem Ende nur darauf an, x 
als Funktion einer aus m — 1 Einheiten ableitbaren Veränder- 
lichen a, und einer yprftnderlichen Zahlgrösse t in der Art 
darzustellen y dass, wenn man diefe Ausdrücke für x in die 
gegebene Gleichung einführt, dann der KoefGcient von dl in 
der entwickelten Gleichung null wird, und der Koefficient von 
da entweder t gar nicht mehr enthält, oder nur in einem Zahl- 
faktor N^ fo dass, wenn man die Gleichung mit N dividirt, 
die fo hervorgehende Gleichung t nicht mehr enthält. Be- 
zeichnet man mit 6' das Differenzial nach a, wobei t konstant 
gefetzt ist, und mit 3 den Diflbrenzialquotienten nach t, wo- 
bei a konstant gefetzt ist, fo erhält man dx = J'x + <^^.'dt; 
folglich müssen, wenn die verlangte Aufgabe gelöst fein foll, 
die beiden Gleichungen erfiilit werden 

(b) X*x = 

(c) *-jyr =0, 

indem die letztere ausdrückt, dass XJ^x : iV nicht mehr von 
t abhängig ist. Die letzte diefer Gleichung giebt, wenn man 

fetzt, 

(e) AX J'x = S{XS'x) = SX . J'x + XW'x. 
Differenzürt man auch die Gleichung (b) nach a, fo er- 
hält man 

(0 =J'X.Jx + XJ'^x. 

Subtrahirt man die zweite diefer Gleichungen von der 
ersten, fo erhält man 

(g) AX*'x = JX.J'x-^'X.Jx 

= T-X«Ä'xJx — -Y-X'Sx'S'x 
dx dx 



(h) ;ixir'x=r^x j'xJxl. 



Hier ist -r-X ein Ausdruck mit zwei Lücken; und zwar 
dx ' 

ist hier als erste Lücke, d. h. als diejenige Lücke, in welche 

der zuerst gestellte Faktor (im ersten Gliede ^'x) eintreten 



foll, diejenige Lücke aufgefasst, welehe in X enthalten ist, 
und als zweite die durch die DifTerenziation nach x und Divi- 
fion mit dx hinzutretende. Die Gleichung (h) wird nun offen- 
bar erfttllt rein, wenn für jede Grösse c, die mit x (alfo auch 
mit 3'x) von gleicher Gattung ist, 



(i) AXc = j— XcJxJ 



ist. Ich zeige nun, dass, Tobald diefe Gleichung (i) (für jede 
Grösse c) erfüllt ist, auch die beiden Gleichungen (b) und (c) 
erfüllt find, und alfo die verlangte Aufgabe gelöst ist, voraus- 
gefetzt, dass X von Null verschieden ist. Es ist ^'x mit x 
von gleicher Grösscngattung, muss alfo, wenn die Gleichung 
(i) allgemein gilt, in diefer Gleichung statt c eingefetzt wer- 
den können, wodurch man die Gleichung (h) erhält; alfo gilt 
auch die Gleichung (g), da fie mit (h) gleichbedeutend ist. 
Ferner ist auch Jx von gleicher Galtung mit x , kann alfo 
statt c in Gleichung (i) eingefetzt werden. Dann wird aber 
die rechte Seite derfelben (nach 505) null, alfo erhält man 
X\Sx = Oy alfo da^^O (nach Vorausfetzung), fo ergiebt fich 
XJx==0, d. h. die Gleichung (b) gilt. Dann aber gilt auch 
die daraus~^ abgeleitete (f). Durch Addition der Gleichungen 
(f) und (g) geht aber die Gleichung (e) hervor. Setzt man nun 
log. iV = d~Udt, l'o wird auch die Gleichung (d) erfüllt, und 
indem man den daraus fliessenden Werth von X in (e) einfetzt, 

Xd*x 
auch die Gleichung (c), und es wird dann "i^^^O die aus 

Xdx = transformirte Gleichung, welche nur noch a, alfo 
eine aus m — 1 Einheiten ableitbare Grösse als Variable ent- 
hält, und die. Aufgabe ist gelöst. Dies in einem Satze dar- 
gestellt: 

„Wenn die Zahlgleichung 
Ca) Xdx = 0, 
in welcher X eine Funktion von x, und x aus m Einheiten 
ableitbar ist, angenommen wird, und mdn x als Funl^lion eineJT 
aus m — 1 ableitbaren Variabein a und einer veränderlichen 
Zahl t fo bestimmt, dass, wenn 6' das Differenzial nach a, 
wobei t konstant gefetzt ist, und S den DifTerenzialquotienten 
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nach t, wobei a konstant geret^t ist, bezeichnen, nnd c eine 
beliebige mit x gleichgattige Grösse, X aber eine noch unbe- 
kannte jedoch von Null verschiedene Zahlgrösse darstellt, die 
Gleichung 

(i) ;ixc = rj^x.c<rx] 

erfüllt Tei, fo wird die Gleichung (a) erfetzt durch die Gleichung 

X^'x 
in welcher -^^ nicht mehr von t abhängt, und 

(1) log. JV=d-Udt 
ist.« 

513. Fortfetzung. Es kommt zunächst darauf an, aus 
der gefundenen Gleichung 514 i die Grösse ^x auf eine Seite 
allein zu schaffen« Wir thun dies zunächst unter der Vor- 
ausfetzung, dass m = 2n fei. Jene Gleichung enthält, wenn 
man statt c nach und nach die Einheiten Oi,*«- 02^ fetzt, 2n 
Zahlgleichungen, durch welche fleh die Grössen ^X|,* • • ^Xj^, 
welche in Sx = Gidxi -(-..• 02^^X3^ enthalten find, im Allge- 
meinen ausdrücken lassen. Es gelingt dies auf eine fehr ein- 
fache Weife, fobald vorausgefetzt wird,* dass 

c.,[ax)"]jo 

feien. In der That hat man dann, um Sx^ zu finden, nur in 
514 i statt c den Wertb rrT-xT eJ zu fetzen, wo [e^EJ 

= 1 ist und Ep als Faktoren die 2n — 1 von e,' verschiedenen 

(d V~* 
j-X j im Ganzen 2n — 2 

Lücken enthält und E, ein Produkt von 2n — 1 Einheiten ist, 

fo wird (nach 504) f^j-X j E, J eine Vielfachenfumma der 

Einheiten, aus denen x abgeleitet ist, alfo mit x von gleicher 
Gattung und kann alfo statt c in die Gleichung 514 i einge- 
fetzt werden. Dann verwandelt fleh diefe in 
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Wandelt man die linke Seite dierer Gleichung (nach 509) und 
die rechte (nach 510) um, indem man bedenkt, dass -r-X ein 

Ausdruck mit zwei Lücken ist, und fowohl X als -r-X nach 

' dx 

Ausfüllung ihrer Lücken Zahlgrössen werden, fo verwandelt 

Tich jene Gleichung in 

Setzen wir hierin statt Jx Teinen Werth e^^Xi -f-.* eaB<^X2n9 
fo bleibt, da [E,eJ, wenn r von s verschieden ist, gleiche 

Fakloren enthält, alfo das Produkt rfT-X J E,e.l null wird, 

und da (nach 58) [E,e,] = — [e^EJ = — 1 ist. 

Wenn nun die Vergleichungen (a) und (b) erfüllt und , und man 

Cd) -3nA:[(;^x)'] = M 
fetzt, fo erhält man 

(4.) *^ = £[X(1X)-V]; 

alfo wird 

d, h. (nach 509) 

(e) *x = m[x(^x)"-], 
oder (nach 2) 

Es bleibt noch zu zeigen, dass der Werth ^x aus der 
Gleichung (e), in welcher fi die durch (d) ausgedrückte Be- 
deutung hat, in die Gleichung 514 i eingefetzt, diefe für jeden 
beliebigen Werth c identisch macht. Setzt man zunächst statt 
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c ^in6 der Einb^iten, z. B. e,, fo wiYd die rethte Seite der 
Gleichung 514 i 

(d V"^ 
-j-X j nach Ausfüllung feiner 2n — 1 Lücken 

eine Zahlgrösse wird, fo können wir, ohne die Bedeutung 
dcsfelben zu findern, ihm noch eine Lücke I hinzufügen (nach 
504). Diefe Lücke fei mit den übrigen von gleicher Gat-* 

lung, fo wird (naeh 504) [x(^Xy"'] = [«(^x)""'] 
=:_rxi^X"-M (nach 508), und dies wieder Cnach 509) 

' ■ . - - 

= — — y Xcal l-j-X°""% 1, wo Efl die von e^ verschiedenen 

Einheiten zu Faktoren hat, und [eaEJ = 1 ist; alfo erhält 
man, da Xe^ eine Zahlgrösse ist, alfo in dem Produkte be- 
liebig gestellt werden darf. 

Da nun E^ alle von e^ verschiedenen Einheiten als Fak- 
toren enthält, fo enthält es, wenn a von r verschieden ist, 
auch e,; dann aber ist [e^Ej (nach 60) null, alfo auch (nach 
505) der ganze Ausdruck, in welchem e^Eg^ vorkommt, alfo 
reducirt fich die obige Summe auf das Glied, für welches 
a = r wird; da aber [e,Er]=:l ist, fo erhält man dann den 
obigen Ausdruck 

Setzt man hierin statt fi feinen Werth aus (d), fo wird der 

letzte Ausdruck 

= AXe,. 

Somit gilt die Gleichung 514 i für jede Einheit e^, die 
statt c gefetzt werden mag, alfo auch für jede Vielfachen- 
ftimme diefer Einheiten, d. h. für jede Grösse c, die mit x 



von gleicher Gattung ist. Alfo ist bewiefen, dass der Aus- 
druck (e) für ^x unter den gemachten Vorausretzungen die 
Gleichung 514 i allgemein löst. 

Anm. In der erwähnten At>handlang hat Jacobi (Grelle !^ 354) 
die hier gemachten , durch die Yergleichungen (a) und (b) ausgedrück- 
ten Vorausfetzungen stillschweigend gleichfalls angenommen, and die 
übrigen Fälle, wo diefe Voraus Fe tzungen nicht eintreten, gar nicht 
behandelt. Die refultirenden Formeln (e) oder (f) liefern in Form 
der gewöhnlichen Analyds gekleidet, diefelben Gleichungen, welche 
Jacobi dort (p. 354 ff.) aufstellt, ohne jedoch den Beweis mitzutheilen. 
Die Determinante, welche aus den in 5141 enthaltenen 2a Zahlglei- 
chungen direkt abgeleitet wird, enthält doppelt fo viel Faktoren, als 
die zur Löfung der Gleichungen dienenden Ausdrücke erfordern^ es 
lässt fich diefe Determinante aber als Produkt eines Quadrates und 
einer neuen Determinante, welche nur die einfache Anzahl der civ 
forderlichen Faktoren enthält, darstellen; jenes Quadrat fällt dann 
schliesslich aus den Ausdrücken für ^Xi,**< jxj^ hinweg, und diefe 
neue Determinante stimmt mit dem oben mitgetheilten Ausdrucke 

1 |-pXJ J überein. Alle diefe Umgestaltungen find durch die oben 

angewandte Methode, welche lieh von felbst darbietet, vermieden. 
Der Ausdruck für Jx steht in einer merkwürdigen Beziehung zu der 
Bedingungsgleichung von No. 511, wofür fich der Grund weiterhin 
ergeben wird. Es bleibt noch übrig, die Methode für den Fall zu 
ergänzen, dass die durch die obigen Yergleichungen (a) und (b) dar- 
gfestellten Voraittfetznngeu nicht erfüllt werden. 

S16. Fortretzung. Wenn zwar, wie in der vorigen 
Nummer, 



aber (b) [(Ax J] = 



ist, Co liefert die Gleichung 516 c, weiche von den Voraus- 
retzungen 5i6a und b unabhängig ist, für X den Werth null. 
Aife haben wir nicht niehr auf die Gleichung 514 i zurückzu- 
gehen, da diefe nur für den Fall, dass ^^0 fei, zu einer 
Löfung der Aufgabe führte. Es zeigJt fich aber, dass dann 
die Gleichung 

(0) ^x = ^[xQx)"-], 

wofür man auch die Kongruenz 



Tetzen kann, die Auflöfung der Aafgabe 514 ergiebt, d. h. die 
Gleichungen 514 b und c identisch macht. Denn dann wird 

= i»[x'(^xj"*] [509] 

(d) XJx = [508]. 
Ferner wird aus gleichem Grunde, wie in 515, 

nach der ersten Vorausfelzung (a). Diefe Gleichung gilt für 
jede Einheit e, = ei ,• • • esn» alfo auch für eine beliebige Viel- 
fachenrumme diefer Einheiten, alfo auch für ^^x, da dies mit 
X von gleicher Gattung, alfo auch aus den Einheiten et,* * • e^,^ 
numerisch ableitbar ist. Es wird alfo 

[|^X*'x<rx] = 0, d h. 

^XS'xdx — ^XSxd'x = 0. 
dx dx 

Es ist aber 3-XJx = ^X und :r-XJ'x=^'X: alfo hat man 

dx dx 

gX'S'X'-d'X'6x = 0. 
Differenziirt man nun die Gleichung (d) nach a, wfthrend 
t als konstant gefetzt ist, fo erhält man, da d' das zu diefer 
Dißerenziation gehörige Zeichen war, 

^'X.^x + XJ^'x = 0. 
Addirt man diefe Gleichung zu der vorigen, fo hat man 
JX.J'x + XW'x = 0, d.h. 

(e) S(XS'x) = 0, d. h. 

es ist X^'x von t unabhängig, und alfo, da (nach 504) Xdx 
= XJ'x -j- Xdx war, und X^x = ist, 

Xdx = XJ'x, 
wo der letzte Ausdruck von t unabhängig ist, alfo nur von 
. 2n — 1 Variabein abhängt. 

Anm. Die Gleichung (b) ist alfo (unter der Vorausfetzung a) 
die Bedingangsgleichung dafür, dass der Ausdrack Xdx üch anmittel- 
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bar (ohne Hinzutreten eines Faktors) in einen Ansdrack transfonniren 
lasse, der nnr noch 2n — 1 yeränderliche Zahlgrössen enth< wenn 
dagegen die Gleichnng (b) nicht erfüllt ist, fo gelang diele Trans- 
formation nar vermittelst eines veränderlichen Faktors, dessen redpro- 
ker Werth oben mit N bezeichnet war. Wenn ins Befondere n = 1 ist, 
d. h. Xdz die Form X,dZ| 4~ X^dz) hat, fo ergiebt üch die Gleichung 

I -=— x| = 0, als Bedingungsgleichnng dafür, dass (ich X^dx^ -j-^adz^ 

in einen Differenzialausdruck Udu mit nnr einer veränderlichen Zahl- 
grösse (u) verwandeln, alfo fich allfeitig integriren l&sst. Die Gleichung 

|-=— xj = fagt aber aus, dass -|— X zwei vertauschbare Lücken ent- 
hält, was mit No. 486 stimmt. Ehe ich nun zeige, wie die Aufgabe 
zu löfen ist, wenn die Bedingungsgleichung (a) wegfällt, will ich 
noch durch Integration der Gleichung 515 e die angedeutete Trans- 
formation wirklich vollziehen, wobei ich mich der Methode Jacob i's 
On Grelle 17 p. 138) bediene. 

517. Fortretzung. Die Kongruenz oder Gleichung 

(.) <rx = [x(^x)-] oder <rx = 4x(^x)^] 

bestimmt nur das Verhftltniss der Differenzialquotienten ixu • • • 
Sx2j^; wir Icönnen alfo einen derfelben willlcürlich annehmen, 
d. h« wir können t beliebig wählen. Setzen wir t^Xa^i fo 
wird Jxjn = 1. Setzen wir dann für den Augenblick XiCi -f " * 
X2B-ieaii-i = y» To wird x = y + ICaa »nd <Jx = <Jy + e^a, 
dann erhftlt man 

Hier 1)estimmt (ich fi aus der Vorausfetzung dx^j^ = 1 ; 
fetzt man hierin statt <fx2n feinen Werth aus 515 d*, fo er- 
hält man zur Bestimmung von fi die Gleichung 

wo E2n= — [eiCa««- Can-i] ist; fomit erhalten wir 

Hier ist die rechte Seite eine Funktion von x, alfo von 
y und t; und es kann daher diefe Gleichung nach der Methode 
494 integrirt werden. Es ergab fich y (nach 494 c) in der 
Form 



1 



374 C»4* 

wo g> noch wieder eine Funktion von y und t, d. h. von x 
ist, und wo a der Werth ist, den y, und alfo auch x, für 
t=0 annimmt. Die Formel 494d lehrte zugfleich a als Funktion 
von y und t, d. h. hier als Funktion von x finden. Dann wird 
i'x^ da d' die Differenziation nach a, wobei t konstant war, 
bedeutet, gleich ^'y = da + t^'y. Alfo wird XS'xiN^ was, 
wie gezeigt, von t unabhängig ist, gleich XCda + i6'g>') : N. 
Wenn wir daher statt X und iV, um de als Funktionen von 
X zu bezeichnen, XCx), iV(x) schreiben, fo erhalten wir 

XS'x _ X(x)(da + iS'g>) 
N ~ iV(x) 

Da aber der Ausdruck links von t unabhängig ist, fo muss 
es auch der Ausdruck rechts fein, alfo muss er denfelben 
Werth behalten, den er für t = hat. Da in diefem Falle 
y=Ä^ wird, und alfo auch x (=y +• te2n) gleich a wird, fo 
erhält man 

X6'x ^ X(a)da 
N "" iV(a) • 
Nnn war, da X^x==:0 ist, Xdx = XJ^x s=s 0, alfo er- 
hält man 

X(a)da = 0, 
als die Transformirte von Xdx = 0; und zwar ist in jener a 
aus den Einheiten Oi,* • • e2nr-i ftMeitb&r, alfo nur von 2n — 1 
veränderlichen Zahlgrössen abhängig, was verlangt war. 

Anm. Wir hätten dem Satze in 494 , den wir hier benutzten, 
für den hier vorliegenden Zweck auch die Form geben können : Wenn 
X aus mehreren (m) Einheiten ableitbar ist, und dx^f(x) gegeben 
ist,' fo wird diefe Kongruenz integrlrt durch eine Funktion (Fx) von 
X , welche einer aus m — 1 Einheiten ableitbaren Konstanten a gleich 
gefetzt ist ; und ins Befondere kann man dieser integrirenden Gleichung 
Fx = a (welche m — 1 Zahlgleichungen enthält) die Form geben, dass 
a derjenige Werth vnrd^ welchen x für den Fall annimmt, dass eine 
der Ableitzahlen von x, z. B. xm, null wird. In diefer Form werde 
ich den Satz in der Folge benutzen , indeti ja der Beweis des Satzes 
In diefer veränderten Form , ganz in dem oben Gcfagten enthalten ist. 
Um dqh die vorliegende Aufgabe auch für den bisher ausgeschlossenen 
Fall löfen ankönnen, will ich noch einen' Hülfefatz voranstellen, wel- 
cher auch an fich von. Interesse ist. 



518. Wenn [^fj^Xyi =0 Isl, fo ist auch [r^xy"^'l 

= 0. 

Beweis 1. Die Lücken des ersteren diefer Ausdrücke 
werden durch 2n -f 1 » die des letzteren durch 2n -f 2 Fak- 
toren ausgefüllt. Ich zeige nun zuerst, dass der zweite Aus- 
druck nach Ausfüllung Teiner Lücken durch beliebige 2n -f 2 
Faktoren fliaj • • • • 83^4.3 Hch als Vielfachenfumme von Aus- 
drücken der ersten Art darstellen lässt. Ich gehe, um beide 
Arten von Ausdrücken zu vermitteln, von dem Ausdrucke 

XaJ r ^XJ aiaa aan+a 1 

aus. Ich will zu dem Ende mit F^ das Produkt der von a, 
verschiedenen Grössen ai,* • • B^n+t bezeichnen, und zwar dies 
Produkt fo genommen, dass [a^FJ = [8182- • • • aj^+j] fei, und 
ebenfo mit F, 3 das Produkt der von a^ und a^ verschiedenen 
unter jenen Grössen und zwar fo, dass [a,a0P,^s]:£=:[a]a3 • "d^ttrhli 
fei. Dann wird der obige Ausdruck 



= ^-{(sE^y'^'^^o- 



Hierzu können wir, da [a^F^], wenn h^i ist, nothwendig 
den Faktor ai zweimal enthält, alfo in diefem Falle (nach 
505) der obige Ausdruck null wird, fobald wir aiF^ statt aiFi 
und gleichzeitig Xa» statt Xai schreiben würden, noch be- 
liebig viele Ausdrücke diefer Art hinzufugen; und wir erhalten 
den obigen Ausdruck 

wo nch die Summe auf alle Werthe b == 1,* •2n + 2 beziehen 
foll. Diefer Ausdruck ist aber (nach 509) 



=2HTiZKÄ^'*""][(Ä^)'^*'']' 



wenn F^^a die oben angegebene Bedeutung hat, d. h. [a^a^F^ J 

= [aiaa«'« 820+2]? a'fo [aaF6^a]=F6 ist, und alfo a von b 
verschieden ist und daher nur 2n -f 1 verschiedene Werthe 
annehmen kann. Fassen wir jetzt (nach 509) den ersten und 
dritten der unter dem Summenzeichen stehenden Faktoren zu«^ 
fammen, fo erhalten wir den gefundenen Ausdruck (nach 509) 
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wo das Minus- Zeichen zu Tetzen ist, weil aus [a(aaF(,a] = 

[aiBa-'-aan+a] folgt, dass [aaSjFj «] = — [«laa a2n-f2] is^f 

und airo nach dem Princip der obigen Bezeichnung Fa = — 
[a^F» a] fein muss. Die gewonnene Formel ist, alfo 

(.)■ x.[ax)-..,,]=-2'[^x....][x(Ax>], 

WO nach dem Obigen F^ ein Produkt ist, dessen Faktoren aus 
einer beliebig gewählten Faktorenreihe ai, a2',**'a2n+2 8^^- 
nommen find, und zwar fo, dass ausser aa alle Faktoren diercr 
Reihe darin vorkommen und [a^FJ = [aia2 • * * a2n+2] i^^« 

2« Wenn nun 1 x( j-X j 1 = ist, fo ist auch die rechte 
Seite der Formel (a) null, alfo auch die linke. Alfo müsste ent- 
weder Xai oder rr^^Xj aiFj J, d. h. [(^j^X^ a^aa • • 82^+,! 

null fein. Sollte das erstere der Fall fein, To könnte man statt 
ai irgend eine andere der Grössen aj, a^,* • • a2n+2 fotzen; und 
wenn auch nur für eine derfelben a^ das Produkt Xa,^0 wird, 

fo ergiebt fich schon der zweite Faktor j ( t-X j a^ • • -aja-f-a 1 

gleich null. Sollten aber Xai, Xaa,*** Xa2a+2 Himmtlich null 

fein, fo würde auch j-Xa^ für jeden Index r null, alfo auch 

I -pXa^aj j, alfo auch I ( -pX j ai • • • aan+a 1 gleich null. Diefer 
Ausdruck ist alfo für jede Faktorenreihe ai,*«* aan+2 gleich 
null, alfo (nach 506) [f^xV 'l felbst gleich nuU. 

919. Fortfetzung der Aufgaben 514—517. Es fei, wie 
in 514, die Zahlgleichung 

Ca) Xdx = 
betrachtet, in welcher, wie dort, x aus einem Systeme von 
m Einheiten ableitbar ist. Immer wird fich ein Wcrth n von 
der Art angeben lassen, dass 
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Tel. Denn die Vergleichung (c) wird immer ernillt, wenn 
n = l isty wo fie fich auf X^O reducirt; und die Gleichung 
(b) wird immer erfüllt wenn 2n -f i ^ m ist; denn dann wird 
zwischen jeden 2n -4* 1 Grössen, welche die Lücken des Aus- 
druckes I X( T-X ) I auszufüllen vermögen, eine Zahlbezie- 

iiung herrschen , weil Tie aus weniger als 2n -f i » nftmlich 
aus m Einheilen numerisch ableitbar wftren , folglich giebt jener 
Ausdruck mit jeden 2n -f 1 Grössen, die feine Lücken füllen, 
multiplicirt (nach 505) null; alfo ist er felbst null (nach 506). 

Dies tritt alfo stets ein, wenn 2n + 1 > m, d. h. n > — ^ 

ist, folglich muss es zwischen 1 und — ^ — einen Werth n 

geben, für welchen die obigen Vergleichungen b und c er- 
füllt find. Diefer Werth fei für n angenommen. Nun kommt 
es (nach 514) darauf an, die Gleichung 



[^Xe.JxJ ~ AXe. = 



für jedes s von 1 bis m zu erfüllen; indem, fobald diefe er- 
füllt ist, und X nicht null ist, die Gleichung (a) durch die 

Gleichung ~— = 0, erfetzi wird, in welcher die linke Seite 

nicht mehr von t abhängt und iV durch die Formel 514(1) be- 
stimmt ist. Bezeichnen wir der Kürze wegen mit G^ den 
Ausdruck 



^•'^[di^*^*^*]""^^^'^' 



fo können wir die obigen Gleichungen schreiben 
= Gl = G2 = • • • = G^. 
Nun zeige ich, dass, wenn m > 2n ist, zwischen jeden 
2n -f 1 ^^^ Grössen G^ • • • • G„ eine Zahlbeziehung herrscht. 
Angenommen, es herrsche zwischen den 2n Grössen Gi,* • -Gs^ 

24» 
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noch keine Zahlbeziehung, fo zeige ich, dass jede der übrigen 
Grössen, z. B. Gj^ fich als Vielfachenrumme von 61, • •• 62^ 
darstellen lasse. Bezeichnen wir mit E das Produkt [ciOs • 'Q2n^n^ 
und mit F^ das Produkt aller von e^ verschiedener Faktoren 
des Produktes E, und zwar in dem Sinne, dass [e^Fa] = E Tei, 

und bezeichnen wir endlich mit o^ den Ausdruck |( j-X j F^ L 

To wird, wenn man die folgenden Summen auf die Werthe 
1, 2**- 2n, und m, welche a nach und nach annehmen foli, 
bezieht, 

was nach dem Begriffe der durch die scharfen Klammern be- 
zeichneten Produkte 

ist. Nun ist (nach b) [xr^xY] = 0, und alfo (nach 518) 

auch I [ -pX J 1 = 0, alfo wird die ganze rechte Seite gleich 
null, alfo auch 

d. h. zwischen den Grössen Gi,* • • • 62^ und G„ und überhaupt 
zwischen jeden 2n + 1 der Grössen Gi,««- Gn^ herrscht eine 
Zahlbeziehung. Es werden alfo unter ihnen 2n angenommen 
werden können, etwa G|,««- G2n5 aus denen die übrigen nu- 
merisch ableitbar find. Wenn alfo die Gleichungen Gj, G2,* - - 
G2n = erfüllt find, fo werden auch die übrigen bisGoj = 
erfüllt. Alfo können wir auch von den Grössen Jxi,«--^x„, 
deren Verhältnisse durch die Gleichungen Gi,- • Gin = be- 
stimmt find, die Grössen ^Xj^-f.!,* • • ^x^^ willkürlich annehmen, 
z. B. alle gleich 0, d. h. wir können Xjn-f-i,«-« x^ in Bezug 
auf die durch d ausgedruckte DifiTerenziation als konstant an- 
fehen. Dann haben wir alfo, immer unter der Yorausfetzung 
dass X^O fei, die Gleichungen Gi=0,--- G2n = mit nur 
2n Variabeln (indem wir Xs^-i-i,* • • x^ noch als konstant fetzen) 
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und mit der Bedingung J Xf -pX J 1^0. Dann erhalten wt'r 
alfo (nach 515) 

(d) <^x = [^x(^^XJ e, • • • e,„J oder 

«jx=M[x(^xy V ••««-] 

als eine Grösse, die die Gleichungen Gi9*'*Gan = 0, und 
alfo auch (wie fa ebei gezeigt) 4ie Gieichu^ng^n ^^\^; '>\f^^ ^ 
errüllt, und alfo auch den Ausdruck Xi'xiN vc^ j^.,m^^- 
hSngig, und Xix null werden lässt. Integrirt man diefe Kon- 
gruenz nach der Methode vqu No. 517 (vergl. Anm.) durch 
eine Gleichung von der Form Fx = b, wo b den yf-ßvik be- 
zeichnet, welchen x^Ci + • • • • Xa^^Oi^^i für t == Xj^ :p: anr 

.nimmt, und fetzt a = b + Xjn+iejn+i -| +^em9 fo wird, 

da Xsa+i,'*' ^m ^0" ^ unabhängig Tmd, a der Werth den x 
für t = annimmt; und da dann vermöge ^^r Gleichungen 
G^ :p- • • = Gßi = 0, die Grösse X<J'x ; jY von t unabhängig 
wird, fo erhSlt man aus demfelben Grund.^^ wie in 917, 
X(a)da = als die Gleichung, welche die Gleichung X- dx =f 
oder X(x)dx = erfetzl, und welche nur noch von m — 1 
veränderlichen Zahlgrössen, nämlich von den Zahlgrössen, 
ducch welche a aus den Einheiten ei,«»- eja-u Can-fu** • 9m 
ableitbar ist, abhängt. Es war auch hier noch vorausgefelzt, 
dass X^O war. Diefe Voraus fetzung können wir erfetzen 

durch die Voraus fetzung , dass |rT-X.j 1 ,^ fei. Nämlich, 

man k^nn aus den Gleichungen Gi =; G2 = • • • Gja = , ganz 
wie in 515, die Gleichung (die dort mit c bezeichnet war 
nämlich) * 

ableiten; fetzt man ins Befondere r=^2n, fo wird^Xr = ^X2n 
= 1 , und man erhält 

Ist alfo I C j-X j I von null verschieden , fo muss auch X von 
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null verschieden fein. Es ist alfo nur noch der Fall zu be- 

rückfichtigen 9 wo 1 ( j-X j I = ist. Ist aber diefe Gleichung 

erfbllt, fo ergiebt Tich leicht, dass die Gleichung (d) gleich- 
falls der Aufgabe genügt. Denn es ergiebt Heb dann, wie in 
516 d, dass Xöx = fei, ebcnfo ergiebt fich: 

was (ich ganz, wie der entsprechende Ausdruck in 515, um- 
wandelt in 

=- il^'KFj^]- 

WO [e^EJ = [ci • • • • 02 J und s jede der Zahlen 1 • • • • m fein 
kann. Die rechte Seite ist*nach der gemachten Yorausfetzung 
null. Alfo 

wo statt e^ jede der Einheiten ej,**« e^y alfo auch jede Viel- 
fachenfumme derfelben, alfo auch d^x gefetzt werden kann» 
fomit erhält man 

[Ax<r'x<ix]=o. 

und hieraus ergiebt Heb, wie in 516, ^(XJ'x)=:0 und Xdx 
= Xd'x. Alfo hat fleh der Satz ergeben : 
„Wenn in der Zahlgleichung 
Ca) Xdx = 0, 
in welcher X eine Funktion von x, und x aus den Einheiten 
Ol,«*« Ogi durch die Zahlen x^,- •• x^^ ableitbar ist, die Grösse 
X die Eigenschaft hat, dass für irgend einen Werth n, der 

kleiner als -^r- ist, 

und CO [x(^x)-]^0, 

ist, fo Iftsst fich jene Gleichung (a) erfetzen durch eine 
Gleichung 
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(e) Ada = 0, 

in welcher a aus m — 1 Einheilen ableitbar ist, d. h. nur 
m — 1 verfinderliche Zahlen einschliesst, und A diefclbe Funk-* 
Uon von a, wie X von x ist. Und zwar findet man die Grösse 
a durch Integration der Gleichung 

(d) ix = ^[xQj^X J ei . - . CanJ, 

in welcher i den DifTerenzialquotienten nach einer der Varia- 
bein Xi,-** Xsni z. B. nach x^^, bedeutet, und alfo 8Xi^=^l 
ist, wodurch fich fi bestimmt, und in welcher Xsn+i, X2a4-tr * *^m 
als konstante Grössen behandelt werden. Wenn nun in diefem 
Sinne die Gleichung (d) durch eine Gleichung von der Form 

(f) Fx = b 

integrirt wird, wo b den Werth bezeichnet, den x^Ci +"* 
^sn-i^an-^ fi^r X2n = annimmt, fo ist 

(g) a == Fx + Xj^+iCja+i -i x„e„, 

alfo a aus den Einheiten Ci,*** 02^-1, ejn-j-i,--* Om ableitbar. 

520. Zu ratz 1. Wenn in der vorigen Nummer nur 
die Gleichungen (a) und (b) erfüllt find, aber nicht die Yer- 
gleichung (c) , To lässt Tich , mag nun m = 2n oder > 2n fein, 
gleichfalls die Gleichung (a) auf m — 1 veränderliche Zahl- 
grössen zurückführen und zwar auf eine Gleichung der Form 
Ada = 0, wo A diefelbe Funktion von a, wie X von x, und 
a aus m — 1 Einheiten ableitbar ist. 

Beweis. Denn wenn auch I Xf j-X j 1=0 fein follte, 

fo muss, da doch schliesslich X^O ist, fich ein Zahl werth 
n':>n finden lassen von der Art, dass die Yergleichungen 
(b) und (c) gelten, fobald man n' statt n fetzt, da nun m> 
oder =:2n war, fo ist m stets :> 2n', alfo kann man dann 
nach dem vorigen Satze die Gleichung Xdx = gleichfalls auf 
m — 1 veränderliche Zahlgrössen zurückfähren u. f. w. 

521. Zufatz 2. Ins Befondere kann man, wenn m=2n 
ist, stets die Gleichung Xdx = auf m — 1 veränderliche 
ZaMgrössen zurückführen. 

Beweis. Denn dann gilt die Gleichung (b) stets (nach 
519); und wenn dann auch die Vergleichung (c) gilt, fo findet 
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die Zurttckrahrung (nach 517) statt; wenn jene Vergleichung 
aber nicht gilt, (o geschieht de nach 520. 

522. Wenn die Gleichungen (a) und (b) in demfelben 
Sinne wie in 519 gelten, fo kann man die Gleichung 

Xdx = 
allemal auf 2n — 1 veränderliche Zahlgrössen zurückführen, 
und zwar auf die Form 

Ada = 0, 
wo A dlefelbe Funktion von a, wie X von x ist, und a aus 
2n — 1 Einheiten ableitbar ist, d. h. nur noch 2n^— 1 ver- 
änderliche Zahlgrössen einschliesst. 

Beweis. Es Toll hier nicht bloss der Satz erwieHen, 
fondern auch gezeigt werden, wie die neue Variable a als 
Funktion von x gefunden werden kann. Nach 520 kann man 
Xdx = durch eine Gleichung von der Form Aidai=0 er- 
fetzen, wo ai , was aus m — 1 Einheiten ableitbar ist, eine 
bekannte Funktion von x, und A| diefelbe Funktion von Si 
ist, wie X von x. Da nun die Gleichung (b) für jeden Werth 
von X gilt, alfo auch wenn man ai statt x fetzt, fo erhält man 

Wenn alfo noch m — 1 (die Anzahl der Einheiten aus 
denen ai ableitbar ist) grösser als 2n ist, fo kann man aber- 
mals die Methode in 519 oder 520 anwenden, und erhält dann 
eine Gleichung der Form A2da2 = 0, wo a2, was aus m - 2 
Einheiten ableitbar ist, eine bekannte Funktion von ai , alfo 
auch von x ist, und A2 diefelbe Funktion von aa, wie A^ 
von ai, alfo auch wie X von x ist. Auf diefe Weife kann 
man fortfahren , fo lange noch die Anzahl der übrig bleibenden 
veränderlichen Zahlgrössen grösser als 2n ist; ja (nach 521) 
auch noch , wenn diefe Anzahl = 2n ist. Wendet man dann 
dies Verfahren noch einmal an, fo reducirt fich di^ Anzahl 
der veränderlichen 'Zahlgrössen auf 2n — 1. Wenn dann die 
fo refultirende Gleichung, die Gleichung Ada=:0 ist, fo ist 
alfo a aus 2n — 1 Einheiten ableitbar, und eine bekannte 
Funktion von x, und A ist diefelbe Funktion von a, wie X 
von ^; 
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A n m. Diefer Satz entb&lt die allgemeinste Löfaog der in 514 
begonnenen Aufgabe der Zarückfilhrung auf eine möglichst geringste 

Anzahl veränderlicher Zahlgrössen. Dass, wenn 1 X( -pXj 1 angleich 

null (519c) ist, fich auch Xdx nicht auf weniger als 2n — 1 verändere 
liehe Zahlgrössen zuräckführen lässt, werde ich unten gelegentlich 
beweifen. Noch bemerke ich , dass man , statt t = x^n zu fetzen, 
CS auch gleich irgend einer Funktion der veränderlichen Zahlgrössen 
hätte fetzen können. Dann hätte man nur eine der letzteren, z. B. 
x^n, durch t und die übrigen Variabein auszudrücken und diefen Aus- 
druck in die gegebene Gleichung einzuführen, und dann ganz die vor- 
her angegebene Methode zu befolgen. Ins Befondere kann man , wenn 
die Integration eine Funktion ergeben würde, die für X2n = unstetig 
wäre, t = Xjn — c fetzen , wo c eine Konstante bezeichnet; indem dann 
für t = 0,, X2n = c wird und c fo gewählt werden kann, dass jene 
Funktion in t=:iü, d. h. in xan = c, stetig fei. 

523. Aufgabe. Den numerischen Ausdruck Xdx, in 
welchem X eine Funktion der extenfiyen Grösse x ist, unter 
der Vorausfelzuiig, dass 
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ist, auf die Form 

Xdx = ü^dui H — • • U^du, 
wo üi,--- Üq, u,,-«« Uq Zahlgrössen find, zurückzuführen. 

A u f 1 ö f u n g. Man kann (nach 522) die Gleichung Xdx = 
auf 2n — i verfinderliche Zahlgrössen zurückführen, welche 
bekannte Funktionen von x find. Eine beliebige diefer ver* 
änderlichen Zahlgrössen fei mit Ui bezeichnet, fo ist Ui gleich- 
falls eine bekannte Funktion von x. Nun fei Ui konstant ge- 
fetzt, fo bleiben nur noch 2n — 2 veränderliche Zahlgrössen 
übrig. Folglich können wir (nach 521) die erhaltene Glei- 
chung (welche nach den obigen Sätzen stets die Form Ada 
hat) auf 2n — 3 veränderliche Zahlgrössen zurückführen, welche 
bekannte Funktionen der obigen 2n — 1 Vcräaderlichen, und 
alfo auch bekannte Funktionen von x find; eine derfelben fei 
mit Uj bezeichnet, und fei Ua konstant gefetzt, fo Rat man 
nur noch 2n — 4 veränderliche Zahlgrössen, welche fich auf 
2n — 5 folchc zurückführen lassen, u. f. w. Hat man diefe 
Methode r mal angewandt, fo nämlich, dass man nach und 
nach die Grössen Ut, Ua,*- u,, welche flimmtlich bekannte 
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Funktionen von x rind, konstant gefetzt hatte , To bleiben nur 
noch 2(n — r) — 1 verftnderliche Zahlgrössen übrig. Setzt 
' man alfo r = n — 1 , To bleibt nur noch eine verftnderliche 
Zahlgrösso übrig und die rerullirende Gleichung hat die Form 
l^n^l^B ^=^ , wo Ug nur von der variabeln Zahlgrösse u„ tib- 
hftngt Se'tzt man Mo auch u^ gleich einer Konstanten, To 
werden jetzt alle DiiTercnzialgleichungen, alfo namentlich auch 
die erste Xdx = erfüllt, wenn die Funktionen U|,U2,**' u,^ 
Konstanten gleich gefetzt werden, alfo Iftsst fich nach der Me- 
thode 502 Xdx in der Form 

Xdx = U,du, -f- . . . . U^dUn 
darstellen, und die Aufgabe ist gelöst. 

524. Der numerische Ausdruck Xdx, in welchem X 
eine Funktion der extenfiven Grösse x ist, ist dann und nur 
dann auf eine Summe von n Gliedern der Form Udu, wo U 
und u Zahlgrössen vorstellen, zurückführbar, wenn 



c.) K^xY]=o 



ist. 

Beweis. Wenn die Gleichung (a) erfüllt ist, fo ist die 
genannte Zurückführung von Xdx auf n Gliedern der Form 
Udu (nach 523) ausführbar, und wenn umgekehrt diefe Zurück- 
führung möglich ist, fo wird (nach 511) die Gleichung (a) 
erfüllt. 

923. Zufatz. Wenn x aus 2n Einheiten ableitbar ist, 

fo Iftsst fich Xdx allemal auf n Glieder der Form Udu, wo 
U und u Zahlen find, zurückführen. 

Beweis. Denn wenn x aus 2n Einheiten ableitbar ist, 

fo ist die Gleichung rxrj-Xy] = (nach 519) stets erfüllt, 

und alfo Xdx (nach 524) auf n Glieder der Form Udu zurück- 
führbar. 

A n m. Es folgt aus diefen Sätzen fogleich, dass wenn i X| -r-^) I 

von null verschieden ist, fich auch die Gleichung Xdx = nicht auf 
weniger als 2n — 1 veränderliche Zahlgrössen zurückführen lasse. Denn 
liesse fic fich auch nur auf 2n — 2 folche zurückführen , und fei Ada 
2=0 die fo erhaltene Gleichung^ fo liesse üch (nach 525) Ada auf 
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n — 1 Glieder der Form Udu surückfahren. Aber da die Gleichungen 
Xdx = und Ada = üch gegenfcitig erfetzen^ fo können He fich 
nar durch einen Zahlfaktpr unterscheiden. Es fei Xdx = iVAda, fo 
wird nun auch Xdz auf n — 1 Glieder der Form üdu zurückgeführt * 

fein; alfo (nach 511) 1 X(--r-X j J=0 fein, was mit der Voraus- 

fetsung streitet. Alfo lässt lieh unter der gemachten Vorausfctzung 
die Gleichung Xdx = nicht auf weniger als 2n — 1 veränderliche 
Zahlgrössen zurückführen. Es bildet diefe BemerkuAif eine schon oben 
angedeutete Ergänzung zu dem Satze 522. 

526. Aufgabe. Die Zahlgleichung Xdx=:0, in welcher 
X Funktion der extennven Grdsse x ist, Tolblindig zu in- 
tegriren. 

Auflöfung« Es lässt fich (nach 5 19) 'stets ein Werth 
n von der Art angeben, dass 

fei. Dann Iftsst fich (nach 523, 524) Xdx stets auf n (aber 
nicht auf weniger als n) Glieder der Form Udu (wo U und u 
Zahlen find) zurückführen. Es fei 

Xdx = Uidui + . . . ü^dUn = 0, 
fo fuche man zu der Gleichung Uidui -f-*** UodUa^ssO (nach 
503) die filmmtlicfaen integrirenden Vereine von je n Glei- 
chungen, fo integriren dici'e Vereine alfo die mit jener iden- 
tische Gleichung Xdx=:0. 

527. Zu Patz. Die Gleichung [xr^xYl = ist die 

nothwendige aber auch ausreichende Bedingungsgleiehung da- 
für, dass fleh die Gleichung Xdx = durch Vereine von je 
n Gleichungen integriren lasse. 

Anm. Nach 500 ist mit der yollständigen Integration der Zahl- 
gleichung Xdx = zugleich die der partiellen Differenzialgleichungen 
erster Ordnung vollendet^ während die Integration der partiellen Dif- 
ferenzialgleichungen höherer Ordnung (nach 501) auf die Integration 
der extenfiTcn Gleichung Xdz = zurückführte ^ welche wir hier aus- 
geschlossen haben. 
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